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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА

Настоящая книга посвящена теории и методам решения задач

нелинейного программирования, которые находят все более широкую сферу
приложений. Как правило, задачи оптимизации, возникающие при

проектировании технических устройств, совершенствовании технологических

процессов, при управлении теми или иными системами, носят нелинейный

характер. Возрастает роль таких задач и при моделировании
экономических задач.

Среди монографий по нелинейному программированию, изданных на

русском языке, данная книга выделяется своей учебной направленностью.
Авторский коллектив, возглавляемый известным специалистом в области

математического программирования профессором К.-Х. Эльстером,
положил в основу книги курс лекций, который читался в течение ряда
лет на факультете математики, вычислительной техники и экономической

кибернетики в Высшей технической школе г. Ильменау (ГДР). Несмотря
на относительно небольшой объем, книга содержит обширный
материал по теории и методам решения нелинейных оптимизационных задач.

Следует отметить методическое совершенство книги, оптимальное, на

наш взгляд, сочетание простоты и строгости изложения, обилие

несложных, но ярких примеров и геометрических интерпретаций.
Книга состоит из шести глав. Первые пять глав посвящены теории

нелинейного программирования. Здесь приводится постановка задачи

нелинейного программирования, обсуждаются задачи классической

оптимизации (глава 1), подробно рассматриваются вопросы выпуклого
анализа (глава 2), теории сопряженных функций (глава 3), выводятся

условия оптимальности (глава 4) и детально исследуется проблема
двойственности в нелинейном программировании (глава S). При изучении данных

вопросов от читателя требуется минимальная математическая

подготовка в объеме программы технических вузов. В главе 6 рассматривается

ряд идей, которые могут быть положены в основу построения методов

решения задач нелинейного программирования. Приводится краткий обзор
методов для задач без ограничений, излагаются методы одномерной
минимизации, штрафных функций,возможных направлений, секущих плоскостей.

Построение материала позволяет лицам, интересующимся вопросами

собственно нелинейного программирования, начинать чтение

непосредственно с главы 4, привлекая по мере надобности необходимые
математические сведения из предыдущих глав.
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Стараясь сохранить оригинальный характер изложения, мы избегали

при переводе и редактировании книги каких-либо существенных правок.
Были лишь устранены замеченные неточности и из основного списка

цитируемой литературы выделены в отдельный список те издания, которые

имеются на русском языке. Мы сочли целесообразным также привести

дополнительный список изданных в СССР монографий по методам

оптимизации и смежным вопросам.

Перевод книги выполнен В.Д.Скариным при участии ГЛ.Барановой.
Книга предназначается в первую очередь для студентов математических,

экономических и технических специальностей, изучающих теорию и методы

задач оптимизации. Она будет, безусловно, полезна также многочисленным

специалистам-практикам в области планирования, управления и

проектирования.

ИМ Еремин



ПРЕДИСЛОВИЕ

Настоящая книга посвящена нелинейному программированию —

относительно молодой, но актуальной математической дисциплине. Она

предназначается прежде всего для студентов математических, технических и

экономических специальностей, а также для инженеров, занимающихся

практическими оптимизационными задачами. Книга носит вводный

характер и обязана своим возникновением лекциям, которые читались

авторами на протяжении ряда лет студентам, специализирующимся в области

математических методов исследования операций в Высшей технической

школе Ильменау.
Предметом нелинейного программирования является класс

экстремальных згхСкч с ограничениями в форме равенств и неравенств. Такие задачи
вызывают интерес у математиков, экономистов и инженеров в связи,

например, с вопросами моделирования экономических, технических и

технологических процессов, выработки оптимальных вариантов перевозок,

распределения продуктов, определения последовательности обработки
деталей. При этом исследованию подлежат проблема существования

решений, структура множества решений и эффективные алгоритмы отыскания

решений.
Первые работы по теории математического программирования в

сегодняшнем понимании этих слов были опубликованы в 1939 г. Л.В.

Канторовичем. В 1951 г. американские математики Г. Кун и А. Таккер
заложили основы теории нелинейного программирования, обобщив
классический принцип Эйлера — Лагранжа решения гладких экстремальных задач

с ограничениями-равенствами.

Необходимость исследования разнообразных задач планирования и

управления в хозяйственной и военной областях стимулировала бурное
развитие математического программирования, которое продолжается и

поныне. В настоящее время нелинейное программирование находит

применение в самых различных постановках в экономике, а также в

естественных и технических науках.

Нелинейное программирование использует аппарат многих

математических дисциплин, прежде всего функционального анализа, топологии и

алгебры. В свою очередь нелинейное программирование неоднократно

существенно обогащало сами эти дисциплины. Вообще, развитие
математики во многом стимулировало использование экстремальных

задач.

Простые оптимизационные задачи геометрической природы были
предметом глубокого изучения еще в античной Греции. Развитие
дифференциального и интегрального исчисления в XVII и XVIII веках происходило
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в тесной взаимосвязи с разработкой экстремальных принципов
классической физики (таких, например, как принцип Ферма в геометрической
оптике, вариационные принципы Эйлера - Лагранжа в механике,

—

последние позднее были вновь открыты и развиты Гамильтоном) и с

возникновением вариационного исчисления как относительно самостоятельного

раздела классического анализа. Современное развитие нелинейного

программирования характеризуется двумя противоборствующими
тенденциями:

1) исследованием все более специальных классов задач (в соответствии

с разнообразными потребностями приложений) ;

2) возникновением единой обширной теории экстремальных задач в

общих пространствах.
Анализ давно известных частных результатов привел к созданию (в

значительной степени благодаря усилиям советских ученых) общих
концепций единого подхода к широкому классу различных экстремальных

задач - от классического вариационного исчисления до задач
оптимального управления. Центральное место в этой конструкции занимает общая

теория выпуклых множеств и операторов. Дело в том, что многие

возникающие на практике модели являются выпуклыми задачами
нелинейного программирования или могут быть различными способами

аппроксимированы подобными задачами.

Вследствие этого основная часть книги посвящена вопросам
выпуклого программирования. Теория выпуклых множеств и функций
образует ядро книги, на основе которого в последующих главах исследуются
задачи выпуклого программирования (и некоторые более общие классы

задач).
При этом в основу рассмотрения положены задачи с вещественными

выпуклыми функциями (целевой и ограничений), которые определены
на подмножествах евклидова пространства R". Авторы сознательно

отказались от более общего представления по следующим двум причинам:

1. Во-первых, выпуклая оптимизация в R" представляет собой

относительно завершенный раздел математического программирования, при

изучении которого читатель может ознакомиться со спецификой всей

данной дисциплины. Для понимания изложенного материала необходимы
лишь немногие предварительные сведения из линейной алгебры и

дифференциального исчисления.

2. Во-вторых, на основании приведенной теории могут быть

проанализированы многие возникающие на практике задачи. Кроме того,

численное решение задач оптимизации в общих пространствах с помощью ЭВМ,
как правило, требует предварительной "дискретизации" задач, т.е.

сведения их к нелинейной оптимизационной задаче в К". И наконец, задачи

оптимизации в общих пространствах рассматриваются в книге А. Гепфер-
та "Математическое программирование в общих векторных
пространствах", вышедшей в этой же серии.

Объем книги накладывает, естественно, ограничения на освещение

некоторых существенных разделов теории. Читатели, заинтересовавшиеся
специальными вопросами, будут отосланы к соответствующей литературе. Но
и здесь ввиду обилия публикаций авторы ограничились небольшим числом

важнейших монографий и оригинальных статей.
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Книга разбита на 6 глав, из которых первые три носят подготовительный

характер.
Глава 1 содержит наряду с постановкой задачи соглашения о

применяемой терминологии, вспомогательные сведения из дифференциального
исчисления функций многих переменных, а также классическую

теорию множителей Лагранжа для задач на экстремум без

ограничений.

Глава 2 посвящена изложению основ теории выпуклых множеств в R",
выпуклых функций, а также некоторых обобщений выпуклых функций.
Объем излагаемого материала превосходит необходимый для понимания

последующих рассуждений уровень, но при этом авторы не ставили цели

подменить имеющиеся монографии по выпуклому анализу. Читателю,

интересующемуся специально вопросами оптимизации, можно порекомендовать
начинать чтение книги с главы 4, привлекая по мере необходимости
вспомогательные сведения из глав 2 и 3.

Глава 3 содержит изложение теории сопряженных (по Фенхелю)
функций; в ней также приведены многочисленные примеры вычисления

сопряженных функций.
Собственно теория выпуклого программирования рассмотрена в

главах 4 и 5.

Глава 4, названная "Критерии оптимальности", знакомит читателя с

локальной теорией множителей Лагранжа, а также с глобальными условиями
оптимальности. Условия такого рода позволяют глубоко

проанализировать структуру множеств решений рассматриваемых задач

оптимизации.

Критериями оптимальности специального типа являются также

содержащиеся в главе S теоремы двойственности*Читателю предлагаются три
подхода к теории двойственности: один из них тесно связан с понятием

устойчивости задачи оптимизации, второй подход основывается на применении

теории сопряженных функций, а третий использует связь между теоремами

двойственности в выпуклом программировании и теоремами о мини-

максе.

Наконец, глава 6 посвящена методам нелинейного программирования,

точнее, теории некоторых прототипов методов, играющих важную роль в

приложениях. Это методы прямого поиска, методы возможных

направлений, методы штрафов и барьеров, а также методы секущих плоскостей.

Приведен краткий обзор методов для задач без ограничений. В прикладном
плане действенность нелинейного программирования зависит прежде всего

от существования эффективных методов решения задач оптимизации и от

наличия производительных ЭВМ, на которых реализуются эти методы.

Отсюда вытекает, что зачастую вопрос о целесообразности применения того

или иного метода следует решать не только в зависимости от заданного

типа задач, но и с учетом имеющейся вычислительной техники. Это требует,
помимо опыта работы с ЭВМ, более глубокого знакомства с существующей
в большом числе оригинальной литературой.

Практическая реализация алгоритмов вышла бы за рамки нашей книги.

Далее сознательно не излагается единая теория методов и лишь в

заключение приводится набросок возможного подхода к построению такой теории

на основе точечно-множественных отображений.
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1. ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ

1.1. Постановка задачи

За последние три десятилетия математическое программирование
выделилось в специальный раздел математики. Этот раздел на сегодняшний день

состоит в свою очередь из нескольких дисциплин: линейного

программирования, нелинейного программирования, теории оптимального управления,

дискретного, параметрического, стохастического программирования и т.д.

Наблюдаемое при этом многообразие задач оптимизации связано,

помимо всего прочего, с тем, что математическое программирование

зародилось непосредственно из рассмотрения практических постановок и

поэтому отражает многообразие таких задач. Тенденция развития за

последнее десятилетие состоит в создании единой теории экстремальных задач и

установлении связи между результатами этой теории и соответствующими

разделами классической математики, такими, например, как вариационное
исчисление (см. книгу Иоффе и Тихомирова [96] ).

Цель последующего изложения состоит в том, чтобы ввести читателя в

проблематику нелинейного программирования. При этом надо учитывать,

что нелинейное программирование за отмеченный промежуток времени
интенсивно развивалось и развивается и поныне. Это развитие

характеризуется следующими моментами:

а) возрастающей абстракцией — переходом от задач в я-мерном
евклидовом пространстве к задачам в общих пространствах, от частных вопросов

к более общим проблемам (см., например, книгу Гепферта [35]);
б) многообразием методов решения

— разработкой большого числа

алгоритмов для задач нелинейного программирования, что обусловлено
разнообразием и спецификой задач при различных математических

предположениях;

в) специализацией - исследованием специальных нелинейных задач в

квадратичном программировании, геометрическом программировании
и т.д.;

г) многообразием приложений -

построением нелинейных моделей,

охватывающих все более сложные ситуации. При этом следует отметить,

с одной стороны, преимущество таких моделей по сравнению с линейными

в точности отражения сути явлений, а с другой - недостаток в виде

возросших теоретических и вычислительных трудностей. Представление о

прикладных возможностях нелинейного программирования можно составить

из книги Пуна [72].
Мы ограничимся в дальнейшем рассмотрением задач нелинейного

программирования в вещественном л-мерном евклидовом пространстве R".
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Вообще, любую задачу, в которой разыскивается максимум или

минимум функции одной или нескольких переменных на некотором множестве,

можно считать задачей математического программирования. При этом

ограничения на переменные задаются обычно в форме уравнений или

неравенств, но могут также представлять собой, например, требования
целочисленное™. Подобные задачи давно интересуют математиков, физиков,
химиков, инженеров и экономистов. Определенные типы задач

математического программирования могли быть решены с помощью классического

дифференциального и вариационного исчисления. Следует обратить
внимание на то, что при этом речь шла обычно о решении задачи в принципе и

что возникавшие вычислительные трудности часто ограничивали и даже

сводили на нет непосредственное применение теоретических результатов.
Лишь благодаря современным ЭВМ эта классическая "теория оптимизации"
получила новые области приложений.

За прошедшие десятилетия появились, однако, задачи (прежде всего в

области экономики), которые уже не могли быть решены с помощью

известных классических методов. Это привело к необходимости создания
нового математического аппарата. Среди прочего возникли линейное и

нелинейное программирование.

Прежде чем сформулировать общую задачу нелинейного

программирования, мы рассмотрим несколько примеров.

При изготовлении определённого продукта естественным из

экономических соображений является требование максимизировать прибыль или

минимизировать издержки производства, при этом необходимые ресурсы

(рабочая сила, оборудование, сырье, полуфабрикаты) не могут превзойти

заданных величин. Уже здесь налицо существенное сужение постановки

задачи, поскольку желательно, чтобы одновременно минимизировались

издержки производства, время изготовления и максимизировалась степень

механизации и автоматизации производственного процесса. Таким образом,
в этом случае имеется несколько критериев оптимальности.

Такие задачи с несколькими целевыми функциями (задачи векторной
оптимизации) в настоящей книге рассматриваться не будут.

Пример 1.1. Пусть необходимые для производства х единиц продукта А
затраты выражаются следующим образом:

К(х)=ахк, х>0, а>0, *>1.

Здесь общие издержки, начиная с некоторого х0, растут быстрее, чем число

произведенных единиц продукта А (прогрессия издержек). Очевидно, что это экономически

нежелательная ситуация.

Если, напротив, издержки производства продукта Л определены формулой

К{х)=ахк, х > 0, я>0, 0<*<1,

то общие затраты растут медленнее, чем число произведенных единиц А (дегрессия
издержек). Это - чаще всего встречающаяся ситуация (эффект крупносерийного
производства).

Наконец, в редко встречающемся случае регрессии издержек справедливо

соотношение

К(х) =а - Ьх*, х > О, а, Ь, к > 0.
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Если в общем случае затраты на производство дг/ единиц продукта А{ (i =

= 1,..., л) на некотором предприятии заданы в виде

П
*/

К{хх,.... хп) = £ <*/*/, jc/ > 0, /=1,..., л,
i= 1

где j/, it/ > 0, а продукты А{ должны быть произведены в количестве, не меньшем

л

Ь{ (1 = 1, ..., л), и должны удовлетворять условию на ассортимент 2 <//*/ > </,
/= 1

где dit d > О, то минимизация издержек на предприятии означает, что требуется найти

минимум, вообще говоря, нелинейной функции К на множестве

л

£={(*,,...,*„)': L diXi>d, Xi>bit /=1,...,/?}.
/ = 1

Пример 1.2. В методе наименьших квадратов для сглаживания результатов

наблюдений (Xj, Vf)ti = 1,..., m, применяют целую рациональную функцию л-й степени

л

вида f(x) = 2 jyx7. При этом требуется найти минимум функции

/=0

т л

Q(a0,alt ...,<7„)= 2 (v,- 2 лу*/)а. «о» ai> •
». *л e R-

/=1 /=0

В данном случае речь идет о задаче математического программирования с

квадратичной целевой функцией.
Пример 1.3. Пусть заданы замкнутый шар

5(0,p) = (xER3: x = (xltx2fXiy9 \\x\\ < р)

радиуса р> 0 и точка х G R3, для которой ||х|1 > р. Проблема отыскания точки

х° е 5(0, р), минимально удаленной от Зс, приводит к следующей задаче: найти

минимум функции

f(xl,x2.x2)
= (xl -Xj)2 +(ха -х2)2 + (х, - х3)\ (xltxa,x,)'eR3,

при ограничении

х* +х* +х* < р2.

Это пример задачи выпуклого программирования.

Пример 1.4. Из множества

G = {(x,y)': \х | < 1, |Л < 1} с R2

требуется выбрать л точек х* = (*/, >>,-)', /.= 1, ..., л, таким образом, чтобы
наименьшее расстояние между двумя такими точками было максимально. Эта задача

сводится к задаче математического программирования: найти максимум f(x\ ...

..., хп) = min || х* - х1 || на множестве Gn = G X G X ... X G.

Ui- 1,..., л

Рассмотренные в примерах 1.1 —1.4 задачи являются частными

случаями следующей общей постановки. Под общей задачей математического

программирования мы понимаем задачу

РА : заданы множество G CR" и функция

/: D(f) - R, D(f) 3 G, D(f) * Ф;

13



требуется найти

а = inf /(*), (1.1)
хбС

G°= {*€£:/(*) = а}. (1.2)

Множество G называютдопустимым множеством {допустимой областью)
для задачи РА, каждый элемент х€ G - допустимой точкой задачи.

Если G Ф ф9 то задача РА называется совместной. В противном случае

задача несовместна. Функция / называется целевой функцией. Если

существует допустимая точка х° £ G, для которой а = /(х°), то х° - решение

(оптимальное решение) задачи РА. Соответственно множество 6°
называется множеством решений задачи.

Целевая функция /, называемая часто также критерием качества,

является математическим описанием цели, к которой стремятся в

исследуемом процессе; она делает возможными количественные сравнения.
Допустимое множество G выражает условия, при которых протекает процесс.
В литературе, ориентированной на приложения, для целевой функции
можно найти, в зависимости от постановки задачи, и другие названия, такие

как стоимостная функция, функция выигрыша и др.

Краткости ради мы условимся о следующем способе записи

сформулированной выше задачи:

РА: mm{f(x):xeG},*) (1.3)

где /: D(f) -> R, £>(/) С R", D(f) Ф ф. Кроме того, считаем D(f) э G.

Для х° - решения задачи РА - имеет место

f(x)>f(x°) VxGG,

а потому мы говорим иногда также о глобальном решении этой задачи.

Допустимая точка х Е G называется точкой локального минимума / на
А Л

множестве G, если существует окрестность U(x) точки х такая, что

f(x)>f(x) VxGGnU(x).

Если, в этом соотношении для хФх равенство не может иметь места, то х

называется точкой собственного локального минимума/на G:

/(*)>/(*) Vxe(GnU(x))\{x}.^

Итак, в сформулированной задаче математического

программирования РА цель состоит в том, чтобы отыскать глобальные решения задачи и

найти тем самым глобальный минимум/на множестве G.

Из соотношения inf /(*) =

—sup {-/(*)} следует, что можно огра-
X6G хбС

*' Запись miп{/(х): х е G) служит для обозначения задач, в которых требуется
определить инфимум или минимум (если он существует) функции / на множестве (7, а
также множество-решений. Таким образом, задачу m in {/(jc) : х G G) следует отличать
от чисел inf/(дг) или min/(x).

x^G x^G
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ничиться задачами вида (1.3) (т.е. задачами минимизации) и не

рассматривать отдельно задачи максимизации.

Для дальнейших исследований необходимо конкретизировать природу
множества G.

Часто встречаются задачи, в которых G CR" задано следующим образом:

G = {xGRn: xeX;gi(x)<Ot /€/; Л;(х)
= 0,/€/*}, (1.4)

где /= {1, ..., т); Г = {1, ..., р), gi: D(gi) -> R, h,: D(hf ) -> R,

^i).^*/)^", /€/, / €/•, *С(ПД(*,))П(П D(hf))9X*p.

Допускается также, что / и (или) /
*
-

пустые множества.

Вводя векторные функции g = (gl9 ...,£m)'; Ь = (йь..., Лр)', вместо

(1.4) получим

G = {xGRn: xG*, *(х)<0, Л(х) = 0}. (1.5)

Так как

ft(x) < О ~ -&•(*) > О,

то можно, очевидно, ограничиться знаком неравенства, выбранным в (1.4)
и (1.5). Фигурирующие в (1.4) функции gif i G /, и hj, /. G / \ и

соответствующие вектор-функции g и h называются функциями ограничений,
соотношения gt(x) < 0, hj (х) = 0 и g(x) < 0, h(x) = 0 - ограничениями

задачи РА.
Если допустимая область G задачи РА состоит из точек R" с

целочисленными координатами, то говорят о задаче целочисленного
программирования. Такие задачи в дальнейшем рассматриваться не будут. Изложение
целочисленного программирования (ориентированное на приложения)
можно найти в книге Корбута и Финкельштейна [48].

Если множество GbPa имеет вид (1.4) или (1.5), то имеем задачу
нелинейного программирования

Р\. min{/(x): jcGG},

G = (xGRn: хеХ'^((х)<0, /€/; fy(jc)
= 0, /G/*}. (1.6)

При этом предполагается, что по меньшей мере одна из функций /, git
i G /,или hj, /. G / *, не является аффинной *).

Задача Р\ называется задачей линейного программирования (и
обозначается PL), если /: R" -* R - аффинная функция; X = R"; D(g{) =

= £>(/*,) = R" Vi G/, V/ G/*; g(x) = Л;с~Ь; h (х) =Вх-Ь\ А, В-

матрицы порядков тХппрХп соответственно; Ъ G Rm, Ъ G R*.

Следовательно, задача линейного программирования имеет вид

PL: min{c'x+c0: xeG),

G={xGRn: Ax<b, Bx = b).

*'Функция /: Rw — R называется аффинной, если /(.v) = a'x+ by где а е Rn9
be R.
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Часто в записи допустимой области в явной форме присутствует
требование хЕ R? = (дг€ R": X/ > 0,/ = 1,...,«}. Ограничениях, > О, i = 1,..., л,

называются условиями неотрицательности.

В связи с исследованием задач математического программирования

встают вопросы о

1) существовании решения,
2) единственности решения,

3) необходимых условиях существования решения,
4) достаточных условиях существования решения;

здесь решение мы понимаем в определенном выше смысле. Кроме того, эти

вопросы имеют значение также и для точек хЕ G, в которых / достигает

на G локального минимума.

1. 2. Примеры задач нелинейного программирования

В приложениях вызывают интерес прежде всего частные задачи

нелинейного программирования, которые получаются из РА при надлежащей

конкретизации множеств G и D(f), а также функции /.
Наряду с задачами линейного программирования имеют важное значение

следующие классы задач.

Задачи классической оптимизации Pkl

характеризуются тем, что G = R" (задачи на экстремум без ограничений, задачи
"свободной минимизации") или / = ф, Г Ф ф (экстремальные задачи с

ограничениями в форме равенств).

Подробнее задачи классической оптимизации с дифференцируемыми
функциями мы рассмотрим в § 1.3.
Задачи выпуклого программирования обладают

свойством: ЛГ, /)(/), D(gf) (i G /), D(h j ) (j G /*) -

выпуклые
множества, /, gt

- выпуклые, a hj - аффинные функции.
Для задач выпуклого программирования, как это станет видно из

последующих глав, имеется относительно цельная теория.

Задачи квадратичного программирования:

f(x) = x'Qx + c 'х + с0,

D(f) = D(gi) = D(hi) = Rn V/€/ V/G/*,
g(x) = Ax-b, h(x) = Bx-d,

где Q -

симметрическая матрица порядка п X л, с G Rn, с0 G R, А -

матрица порядка m X п\ Ъ G Rm; В -

матрица порядка р X л; d G R*\

Если Q положительно определена или положительно полуопределена, то
имеем задачу выпуклого квадратичного программирования.
Задачи гиперболического программирования:

f(x) = z(x)/n(x),

где

z: D(z)->R, D(z) С R",
п: D(n)-+R, D(n) С R", n(x) > 0 Vx E G.
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В литературе (см., например, [34]) исследовались частные случаи этой

задачи.

Другой часто встречающийся в приложениях и относительно хорошо

изученный класс задач составляют задачи сепарабельного
программирования. Этот класс характеризуется тем, что входящие в задачу функции
являются сепарабельными, т.е. функциями, которые могут быть

представлены как сумма некоторых функций, зависящих лишь от одной

переменной. Особое значение имеют сепарабельные задачи с аффинными
функциями ограничений.
Задачи сепарабельного программирования:

/(*)= Z /,(*,), Dif) = D(fl)X...XD{fn),
i = 1

gi(x) = 2 gik(xk\ Digi) = Dign ) X ... X Digin)9 iE /,
к = 1

hj (/€/*)- аффинные функции.
Следующий важный класс задач математического программирования

-

это задачи так называемого геометрического программирования (см.

[4, 67]), среди которых выделяются задачи позиномиального

программирования:

/=/о; fta//-l, /€/f

где

/,(*)« 2 скх\к1Ак2...хШпк*. '€/U{0}f
к e/[/j

^[/] = {>И/-1 + l,...,m,}, m_! =0, тп =р,

т-\<т v/e/u{o),

ск>о-ак;ек, ке{\,...,Р), /g{i,...,«},

Dif) = Digi)^{xeRn: x,>0,/G{1,...,*}}; Г=ф.

Наконец, упомянем еще задачи однородного

программирования:

/ = fot 3i = // + b, i. G /; b G R , /b i G/ U{0} -

однородные

функции степени st; 5/ G R, /*= ф.

1.3. Классические задачи оптимизации

1.3.1. Предварительное замечание. Ниже мы кратко изложим

необходимые условия для существования решений задачи

PKL: min{/(x): xEG),

n*eG = {*eR": ЛДх) = 0,/G/*}, Г = {l, ...,p},p <n (см. [37]).

2, K.-X. Эльстер 17



Теорема 1.1. Пусть функция /: D(f) •* R, D(f) CR", достигаете

точке х° € int D(f) локального минимума. Если существует градиент

V/(x°),ro

V/(x°) = 0. (1.8)

Утверждение теоремы 1.1 в литературе часто называют принципом

Ферма. Известные классические утверждения о существовании решений

задачи Pjcl » которые можно рассматривать как обобщения принципа Ферма,
опираются на теорему о разрешимости системы уравнений.

1.3.2. Теорема о разрешимости системы уравнений. Система линейных

уравнений

Ах = Ь, (1.9)

где А = (я1, ..., ап) -

матрица порядка р X п, Ъ G Rp, p <л, в случае
г (А) = р может быть "разрешена" относительно р переменных. Полагая

без ограничения общности г (А) = р, где А = (в1, ..., ар), и обозначая

А = (А,А.),х= (*!,...,хр)\ х = (Хр+ь...,хл)',получим
х = -А~г Ах + Я-1*. (1.10)

При произвольном выборе xif / = р + 1, ..., я, согласно (1.10) можно

вычислить значения хх, ..., хр, которые вместе cxif i = р + 1,..., л, и дают

решение системы (1.9).
Перейдем теперь к вопросу о разрешимости системы нелинейных

уравнений.

Л,.(х) = 0, /€/•. (1.11)

В этом случае, вообще говоря, нельзя ожидать явного аналитического

выражения для решений, аналогичного (1.10). При определенных
предположениях могут быть, однако, сформулированы утверждения о локальной

разрешимости, т.е. о разрешимости системы (1.11) в окрестности некоторой
точки.

Пусть заданы непустое открытое множество 5 CRp+m и р функций hj :

S ->R, / G /*, непрерывных на 5. Значение функции hj в точке

мы будем записывать кратко hj (у0, t°) вместо hj (^?, ...,у°р, Г°ь ..., г£)>
/ G /*. Соответственно вектор частных производных от Лу, / G /*, по

У\* —, Ур в точке (у0, Г0)' € 5, если эти производные существуют,
запишем в виде

[ tyi ЪУр J

Определителе строки которого образованы векторами V^/iy(у0, f°),
/ € / *, обозначим через

э*,(А'°)
I^AMA/0)'!'

Э.У* /.*£/•
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Имеет место следующий результат.

Теорема 1.2 (теорема о разрешимости).Пусть SС RP+m - непустое

открытое множество, функции hf-: S -*R,/ €/* на множестве S

непрерывны и имеют непрерывные частные производные по переменным уь ... ,ур.
Предположим, что система

*/(*') я0, /€/•, (1.12)

имеет решение (.у0, f°)'e 5 и при этом

Wyhj.iy0,?)'] ФО. (1.13)

Тогда в некоторой окрестности TCRm точки г° существует
единственная система непрерывных функций yj: Г->К, / € /*, такая, что

У° = 7('°), (1.14)

*/(?('),') = О, (1.15)

г^?(г) = (у; (г),... Sp(t))', t = (гь..., tm)'e т.
Если, кроме того, А/ обладает на S непрерывными частными

производными по всем переменным thi € {1,..., m), то в некоторой окрестности
точки t° существуют непрерывные первые частные производные dj>//df/,
(/,/) Е/*Х (1,... ,/и}, и выполняется равенство

(1.16)

Доказательство этой известной теоремы классического анализа можно

найти, например, в [28].
1.3.3. Множители Лагранжа. В этом разделе мы изложим классическую

теорию множителей Лагранжа для Задачи PKL с ограничениями в форме
равенств.

Пусть DCR" - непустое открытое множество, G СД и/: D-»R, hj :/)-*

-►R(/ €/*) - дифференцируемые на D функции. Для произвольного

фиксированного хЕ D определим матрицу порядка рХ. п

H0(x) = Vhn(x)' = (7А,(дг),..., Vhp(x))\
а также матрицу порядка (р + 1) X п

?*,•(*)' 1=ГЯо(*) 1
*/(*)' J L V№ J

*#(*)

Через г (#о (*)) и г(Н(х\) обозначим ранги этих матриц. С помощью этих

обозначений сформулируем необходимые условия существования решений
задачи PKl-

Теорема 1;3. Если л° Е G и г(Я(дс°)) =р+ 1, то функция f не

достигаете точке х° локального минимума на множестве G.

Доказательство. Рассмотрим систему

/(x)-z = 0, M-v)
= 0, /€=/•, (1.17)

из р + 1 уравнений cw+1 неизвестными Xj,..., дг„, z. По предположению

существует невырожденная подматрица порядка (р + 1) X (/?+ 1) матрицы
Н(рР). Без ограничения общности можно считать, что эта подматрица
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образована первыми р+ 1 столбцами #(х°). По теореме 1.2 в некоторой
окрестности 7*СК"~рточки /° = (л$+2» • • • »*£»/(*°))' существуют
однозначно определенные непрерывные функции у,, / € {1,.. ., р + 1} такие, что

/Oi (» Ур+iVh ^+2 *„)-z =0, (1.18)

bjiyiV) J> + i(0, *p + 2v ..,x„) = 0, /€=/•, (1.19)

для всех

Г = (V2 ^^)^- (120)
Положим y(t) = 0>i(O, • •• ,J'p+i (О)'. zo = /(*°) и выберем 6*<0

так, чтобы для всех 6 Е (6 *, 0) выполнялось /6: = {х£+2, • • •»*m zo + 5} G
€ Г. Тогда для этих 6 имеем

hi(y(tb\ jfJ+2,...,jcJJ) = o, /e/\

/Ы'6), ^+2,...,or2) = zo+5<z0.

Поэтому в силу непрерывности функций >у в любой (сколь угодно малой)
окрестности точки х° = (y(f°)>-*p+2> • • • >*") найдутся точки дг, для

которых /(х) < z0, так что функция / не может достигать в х° локального

минимума на множестве G.

Для задачи Р* х, введем функцию Лагранжа

L(x,u) = u0f(x)+ 2 и/Ых), (x,«)E/)XRp+1. (1.21)

Назовем числа Wo, Wj,..., Up множителями Лагранжа. Может быть доказан

следующий критерий оптимальности для задачи Pjcl*)-
Теорема 1.4. Если функция / достигает в or £ G локального

минимума на множестве G,to г(#(дс°)) <р, т.е. существует нетривиальное

решение ьР = (w§, м?,..., а£)' Е Rp+1 системы уравнений

VxL(x0,u) = u0Vf(x°)+ 2 w.V*,(;t0)=0. (1.22)

Доказательство. Если х° Е G-точка локального минимума/ на G,
то из теоремы 1.3 тотчас же следует, что г(#(дс°)) <р, а отсюда в силу
условий разрешимости для систем линейных уравнений и вытекает

соотношение (1.22).
Легко видеть, что (1.22) не является достаточным критерием

оптимальности. Так, в случае линейной зависимости системы VAy(x°),/ Е/*, всегда

можно найти множитель Лагранжа е/\ у которого w§ = 0, и при этом (1.22)
выполняется независимо от роста/в окрестности точки х°.

Из теоремы 1.4 при различных соотношениях между рангами матриц

Я(х°) и#оС*°) вытекает следующее непосредственно проверяемое
утверждение.

Теорема 1.5. Пусть jc° - точка локального минимума функции f на

множестве G.

а) В случае г(Н(^)) >г(Н0 (*°)) для любого нетривиального решения
системы (1.22) выполняется м8 = 0.

•) См. в связи с этим § 4.2.

20



h(x1tx2)-0

Рис. 1.1.

б) В случае г(Я(дс°)) =г(Я0(х°)) существует нетривиальное решение
системы (1.22), у которого г&ФО.

Если, кроме того, г(#(х°)) = г(#0 (дс0)) =р, то, положив wg = \,
остальные множители Лагранжа и?,..., ьРр можно определить однозначно.
Замечание. Утверждения теорем 1.3-1.5 имеют место и

применительно к существованию локального максимума функции / в точке дс° на

множестве G.

При применении этих локальных критериев оптимальности поступают
обычно следующим образом.Для функции Лагранжа задачи Pkl
определяют частные производные по хх,..., хп и их,..., ир и для полученной
системы

Э/(х)
ш

р bhjjx) _

«о
Ъх{

р
+ 2

/=i Эх,-
= 0, /=1,..., и,

h,(x) = 0t /=l,...,p,

находят, если это практически возможно, все решения (xY,..., хп, щ, их ...

..., ир)\ Найденные при этом х= (х{,...,х^)' Е G являются теми точками,

в которых функция / может достигать локального минимума или

локального максимума на множестве G.

Тот факт, что не все найденные таким путем точки Зс являются

локальными минимумами или максимумами, показывает представленный на

рис. 1.1 примере л= 2,р= 1,G CR2 и линиями уровня

fi
= {(Xi9x2)eR2: f(xl9x2)-Ci} , Ci<Cj для /</.

Функция / достигает на множестве G в jc1,*4,*5 локального максимума,

в х2 —локального минимума, авх3 не достигает ни локального максимума,

ни локального минимума.



2. ВЫПУКЛОСТЬ

Во многих вопросах нелинейного программирования важную роль

играет понятие выпуклости. Поэтому в данной главе мы изучим выпуклые
множества, выпуклые функции и их обобщения, а также системы выпуклых

неравенств. В основу нашего рассмотрения положено вещественное

^мерное евклидово векторное пространство R".

2.1. Выпуклые множества и выпуклые конусы

2.1.1. К понятию выпуклого множества и выпуклого конуса. Множество

L CR" со свойством

xl,x2eL*>\xxl +\2x2eL VXi,X2 GR (2.1a)

называется подпространством.
Множество V CR" со свойством

х\х2Е К^Х,*1 +X2x2G К VX!,X2eR, X!+X2=l (2.16)

называется линейным многообразием.
Множество К CR" со свойством

х1 ,х2 ек =>х,*1 + х2х2 ек vXj,х2 еr+ (2.ib)

называется выпуклым конусом.

Множество С CR" со свойством

x1,x2eC=>Xlxl +X2jc2GC VXj,X2GR+, X, + Х2 =1 (2.1г)

называется выпуклым множеством.

Очевидно, что множества R", {0} и пустое множество отвечают каждому
из четырех приведенных определений.

Далее, легко видеть, что подпространства, линейные многообразия и

вьшуклые конусы являются выпуклыми множествами. Любое

подпространство является выпуклым конусом и линейным многообразием.

Пример 2.1. Пусть заданы произвольные фиксированные вектор а е R", а Ф 0,
и числоабК.

1. Гиперплоскость

Е(а. а)={л-еКл: ах = а} (2.2)

является линейным многообразием, а тем самым и выпуклым множеством.

2. Другие примеры выпуклых множеств представляют замкнутые

полупространства

f+^ul^xeR": а'х>а),
f_(j,a)={.vGR": а'х<а)
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и открытые полупространства

int £+ (а, о) ={jc G Кп: ах> а } ,

int Е_(а, а) «{хек/1: в'дг<о}.
Гиперплоскость Е(а, а) называется образующей гиперплоскостью для данных

полупространств.
3. Пусть заданы матрица А порядка тХли вектор fteRw. Тогда множество

К = {х: Л* = Ь}*)
есть линейное многообразие и, следовательно, выпукло. Множество

К+={х: Ax>b}**)
является пересечением m замкнутых полупространств

(jf6Rn: lax>bi). / = l,...,m,

где а - вектор-строка матрицы А.
С помощью определения легко проверить выпуклость V+.
Вообще множество, которое может быть представлено как пересечение конечного

числа замкнутых полупространств, будем называтьмногогранным множеством.

4. Если в примерах 2.1.1 - 2.1.3 положить о = 0 и Ь = 0, то получим выпуклые

конусы.

Множество K+S{x: Ax > 0} является пересечением m(m>\) замкнутых
полупространств, образующие гиперплоскости которых есть подпространства. Такое

множество назовем многогранным конусом. В противоположность произвольному

многогранному множеству многогранный конус всегда не пуст.

В случае А
= Еп (Еп - единичная матрица порядка пХ п) получается

неотрицательный ортант пространства Rn: RJ = {xG Rn: x > О} .

5. Открытый и замкнутый шары с центрами в точке х° и радиусами о > 0:

5(jc°,a)= {хек/1: 1х-х°Ка}, (2.3)
5(х°,а) ={jfGR": 1х-хЧ<а) (2.4)

являются выпуклыми множествами. Это легко может быть установлено с помощью

неравенства треугольника.

Сегмент [дг1, х*|, т.е. определенный двумя точками х1, х2 £ R" отрезок,

может быть записан в виде

[х!,х2]={х: x = \Yxl +Х2х2; 'Х2,Х2€ [0,1], Х1+Х2=1). (2.5)
Из определения выпуклого множества непосредственно следует, что

множество CCR" тогда и только тогда выпукло, когда вместе с любыми двумя
точками х1, х2 £ С оно содержит и сегмент [х*, х2 ].

Пример 2.2 Очевидно, что множество Мх cRf на рис. 2.1 не выпукло. Также
не выпукло множество

Л/, ={xERa: xl >0, а*3>0, A*t+A*3<l}u
(рис. 2.2).

Напротив, множество Мъ> полученное из М2 удалением точки х= (1, 0)', выпукло.

*) Линейное преобразование A:Rn-*Rm и соответствующую матрицу Ач для

которых / = А х - А (а) , х
е R", мы не будем различать в обозначениях.

Образ множества С QRn (при преобразовании А) обозначается через А (О или

кратко АС. Прообраз множества D £ Rnопределяется как A' D = {xGRn: AxgD).
**) Знаки < , < между двумя векторами х1, х2 е Rn следует понимать всегда в

покоординатном смысле:

JC1 < X2 — XJ < Xl /
= 1 П,

X1 < X2 -» XJ < A*?, / = 1, . . .
,
П.

СИП}
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Рис. 2.1. Рис. 2.2.

В дальнейшем большую роль играет понятие линейной комбинации

векторов. В связи в этим мы введем сразу несколько конкретных видов
линейной комбинации. Пусть заданы т(т> 1) векторов х'б R", ' еЛ где

I = {1,..., /я). Выражение 2 \х1 называется

/=i

а) при (Xi,..., Xw)' G Rm - линейной комбинацией векторов дг', i G /;

б) при (Xi,..., Xm)' G R!J - неотрицательной линейной комбинацией
векторов*',/ G/;

в) при (Xi,..., Xm)' G R"1 , (Xi,..., Xm)' Ф 0, - положительной

линейной комбинацией векторов дг', / G /;
m

г) при (Xlf.. .,Хт)'еГ,гдеГ={(Х1,..., Xm)'eRm: 2 X, = 1},-
i=l

аффинной линейной комбинацией векторов *', / € /;

д) при (X!,..., Хш)' G Р? , где P+w = R7 П Рт
,
- выпуклой линейной

комбинацией векторов дг', / G /.

Векторы дг', / G /, /и> 1, называются линейно независимыми, если

однородное линейное уравнение

2 А,х' = 0
/G/

(2.6)

имеет лишь тривиальное решение (Хь ..., Хт)' = 0. В противном случае

векторы дг', i G /,линейно зависимы.

Векторы *',/ G/,/w>2, называются аффинно независимыми, если ни

один из xi J G /, не является аффинной линейной комбинацией остальных

векторов *',/ G/\{/}.
Это означает, что всякие гп- 1 векторов х' — дг7, i G/\{/} (/ G/ -

произвольный фиксированный индекс), линейно независимы или, что то

же самое, система

J = r\ v \.=n (2.7)2 Х,х' = 0,
/е/

2 Х,=0

имеет лишь тривиальное решение. В противном случае векторы дг', /G/,
называются аффинно зависимыми.

24



Теперь мы можем охарактеризовать выпуклое множество, линейное

многообразие и т.д. следующим образом.

Теорема 2.1. Множество М CRn тогда и только тогда является:

а) выпуклым множеством, когда

m

x\...,jcmGAf=> 2 Х,х'еЛ/ V(X1,...,XwyGP+w; (2.8а)
/=1

б) линейным многообразием, когда

m

x,,...,JCmGAf=> 2 Xfx'eM V(X1,...,Xw)'GPm; (2.86)

в) выпуклым конусом, когда

*!,...,хт еЛ/=> 2 Х,дг'еЛ/ V(X1,...,Xw)'GRm+; (2.8в)

г) подпространством, когда

х!,...,хтеЛ/=> 2 Х,х'еЛ/ V(Xb...,Xw)'GRm; (2.8r)

где m - произвольное натуральное число.

Доказательство. Мы ограничимся лишь проверкой
справедливости первого утверждения.

1. Достаточность условия (2.8а). Полагая в (2.8а) m = 2,
непосредственно получаем, что М выпукло.

2. Необходимость условия (2.8а). ПустьМ выпукло.Тогда (2.8а)
выполняется при m

= 2. Предположим, что (2.8а) выполнено для m
= k (к > 2), и

покажем, что оно выполняется и при m
= к + 1. Рассмотрим для этого

х19...9хк9х*+1ем, (Xb...,x*+i)e/>S+1 .

Если X*+i
= 1, то в силу 2 \{х* =x*+1 € Л/ требуемое утверждение

доказано. /=1 *

В случае Х*+1 < 1 имеем Хо = 2 X/ Ф 0; поэтому

2 Х/Х^Хо 2 — х' + Х*+1х*+1. (2.9)
/=i /=i Хо

\\ Х^ * X/
Так как —

,...,

— 6 [0,1] и I — = 1, то по предположению индук-
Хо Хо /=1 Хо

А
* \ i

ции дг = 2 — х € М. Отсюда по определению выпуклого множества

/=i Х0

2 \(Х* =\qX° +Х*+1дг*+1 EMt поскольку Хо,Х^+1 €[0,1]; ^о+Х^+г

к

= 2 Xf + X*+i = 1.
/=i
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Теорема 2.1 показывает, что Мтогда и только тогда является

выпуклым множеством (линейным многообразием, выпуклым конусом,

подпространством) , когда любая выпуклая линейная комбинация (аффинная
линейная комбинация, неотрицательная линейная комбинация, линейная

комбинация) т точек из М принадлежит М.

2.1.2. Операции над выпуклыми множествами. Пусть М1, Мг CR" -

произвольные множества. Множество

Мх +M2={z: z=x+y, xGMif yGM2) (2.10)

называется суммой Мх и М2, а множество

МЛХ = {z: z = Xjc, хеМх) (2.11)
- скалярным кратным множества Мх со скаляром X.

Для заданных матрицы А порядка тп X п и вектора Ь Е Rm с помощью

соотношения

у
= Ь+Аху хеМи

определяется аффинное преобразование множества Л/i в Rm. При Ь = 0

получаем линейное преобразование

у-Ах, хЕМх.

Мы условимся, что

М! + ф = ф, -А/! = (-1)3/!, Jf| - ДГ2 -Д#! + (-Л/2 ). (2.12)

Если M-i - одноэлементное множество (а), то вместо Л/! +{я}мы
будем просто писать Мх + а и говорить о сдвиге Л/, на вектор а. Заметим,
что ХЛ/1 + я получается из Л/t при Х>0 с помощью собственного и при
X < 0 с помощью несобственного преобразований подобия.
Можно легко установить следующие свойства множеств:

Л/, + {0}=Л/1э Л/,+ Л/2=Л/2+АГ,,
(2.13)

Х(Л/, +л/2) = хл/! +хл/2, (X, + х2 )л/1 cXpt/i + х2л/!:

Равенство 2Л/ = Л/ + Л/, вообще говоря, не имеет места, а справедливо лишь

включение 2М С Л/ + М. Далее, справедливо Л/ - Л/ Э {0) (и, вообще
говоря, не выполняется М - М = {0}).

Пример 2.3. На рис. 2.3 для множеств Мх, М2 С R* построена сумма Л/, + Л/,.

Каждое линейное многообразие V можно представить в виде

К = д+1, (2.14)

где а -

произвольная точка из V и L — некоторое подпространство в R". В
этом случае говорят что L параллельно многообразию V. Параллельное
многообразию V подпространство L получается из соотношения

К- V = L

(см. рис. 2.4).
Обратно, для произвольного подпространства LCR" и a€R"

множество д~+ L является линейным многообразием.
Связь между суммой и пересечением двух множеств устанавливается

в следующем утверждении.
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Рис. 2.3. Рис. 2.4.

Теорема2.2. Для заданных множеств Л/ь Л/2, Л/3 С R" справедливо
соотношение

{Л/, + Л/2} П Л/3 =ф*=>М1 П(Л/3 -Л/2) = ф.

Доказательство. Из непустоты Л/i П (Л/3 - Л/2) следует
существование х1 еЛ/j такого, что х1 = х3 - дг2, где х2 €Л/2, дг3 ЕЛ/3. Отсюда
х3 =xl +JC2 и, следовательно, (Л/а + Л/2) ПЛ/3 =£ф.

Тем самым показано, что

{Мх +Л/2)ПЛ/2 =ф=>М1 П(Л/3 -Л/2) = ф.

Если здесь заменитьЛ/2 на -М29МХ наЛ/3 иЛ/3 наЛ/ь то получим

(Л/3 -Л/2)ПЛ/, =ф=*Л/3П(Л/, +Л/2) = ф,

что и доказывает теорему.

Теперь рассмотрим множество Х,Л/+Х2Л/ дпя конкретных скаляров

Xif Х2 и конкретных множеств Л/.

Имеют место следующие утверждения:
1. С - выпуклое множество ) ч „ % „ ,ч % .^

(XbX2)'GR2
=* Х1С+Х2С = (Х1 + Х2)С. (2.15)

XiA: + x2a: = a:.

Отсюда, в частности, следует

С - выпуклое множество \

(\19\2)'еР1 j ~biC
+ \2c = c.

2. К - выпуклый конус

(X,,X2)'€R2+\{0)

3. V - линейное многообразие )

(ХьХаУе/- )=>Х,К + Х2К=К.

4. L - подпространство |
(X,,X2)'eRJ\{0} | ~x«i+X2*<=L.

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)
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Теорема 2.3. Пересечение произвольного числа выпуклых множеств

(выпуклых конусов, линейных многообразий, подпространств) есть

выпуклое множество (выпуклый конус, линейное многообразие,
подпространство).
Доказательство. Ограничимся случаем выпуклых множеств.

Пусть (Q)/gZ - семейство выпуклых множеств (Z - произвольное
множество индексов). Далее, пустьдг, у Е С\ Ct и (Хь Х2)' Е Pi. Тогда

/6Z

х, у ЕС/ V iEZ. Поскольку С,- выпуклы, то Х^ + \2у Е С,- V/ Е Z, что и

доказывает утверждение.

Теорема 2.4. 1. Пусть Сх, С2 С R" - выпуклые множества, X Е R -

произвольный скаляр, A: R"-*Rm- линейное преобразование. Тогда
множества Сх + С2, ХСЬ 4Ci выпуклы.

2. Я^С7Ъ С! С R", С2 С R* - выпуклые множества. Тогда декартово

произведение Сх X С2 выпукло.
3. Аналогичные утверждения справедливы для выпуклых конусов,

линейных многообразий и подпространств.
Доказательство. Мы приведем доказательство для выпуклых

множеств.

1. а) Имеем

zl=xl+yl, z2 =х2 +у2ЕСх +С2, ) ( \хх1 +Х2дг2€Сьred +C2, | | Xjjc1 +X2jc*

2, (Xi.x2)'enrl х,у + х2д>*xl, x2ECx, y\y2EQ

Отсюда

z = X1z1 + X2z2 =(X1jc1+X2x2)+(X1^1 +X2^a)€Ci + C2.

б) Имеем

zx =Xjc!, z2=Xjc2GXCb

ec2.

xl.x2ecl9 (\x,\2)EPl
\xxl + X2jc2 ECXi

и отсюда

z = X^! +X2z2 =X(X1jc1 +X2jc2 )E\CX

в) Имеем

y\y2eACl9
у1 =Ах1, xl ECV, y2=Ax2,
xl EC,; (\X,\2)'EP2

у
= Х^1 + \2у2 = Х^дг1 + \2Ах2 =

= Л(Х,д:1 +X2jc2)G ACX.

2. Имеем

z\z2eCiXC2,
^(ЛУУ, z*=(x2,y2)',
хх,х2ЕСи У1,У2ЕС2;(\Х,\2)'ЕР2}

\xxl + Х2дг2 ЕСХ,

Xi/+x2^2ec2,

и поэтому

Z

2*

= x1z1+x2z2=xl(^+x2(xa)ec1xc2.



Рис. 2.5.

Теорема 2.5. Пусть СС Rn -

выпуклое множество и Т: Rn -► Rm - аф-
финное преобразование. Тогда ТС - тоже

выпуклое множество.

Доказательство. Аффинное
преобразование может быть рассмотрено
как результат последовательного
применения линейного преобразования и

сдвига.

Утверждение, аналогичное теореме 2.5,
справедливо и для линейных

многообразий.
Введем понятие конуса как

обобщение понятия выпуклого конуса.
Множество К С R" называется конусом, если справедливо соотношение

хек, \>о => \хек. (2.20)

Соотношение (2.20) равносильно тому, что

ХКСК VX>0. (2.21)

ПустьК- произвольный конус. Множество - К, которое, очевидно, тоже

является конусом, называется противоположным конусом для К.

Любой выпуклый конус является конусом в смысле данного выше

определения. Чтобы показать это, достаточно положить в (2.1в) дг1 = дг2.

Произвольное множество М С R" порождает конус

К(М) = {хеК": jc = X>\ Х>0, уем) (2.22)

(см. рис. 2.5).
Если, в частности, М ={а), а Ф 0, то порожденный вектором а конус

К ({а }) = К (а) называется полупрямой или лучом:

К(а) = {jceR": х = \а, Х>0). (2.23)

Луч К (а) является выпуклым конусом.

Далее, справедливо следующее утверждение.
Теорема 2.6. Если С С R" - выпуклое множество, то К (С) -

выпуклый конус.

Доказательство. Так как согласно (2.22) К (С) - конус, то

остается показать, что К (С) - выпуклое множество.
По предположению для х1, х2 еК(С) существуют точки у\у2еС

и числа ХЬХ2 €R+ такие, что дг1 = Х1.у|, дг2 = Х2.у2.
(Mi, М2)'еН образуем

дг = цхх1 +д2дг2 =MiX,^1 +m2X2^2

и рассмотрим два случая.
Случай 1. /и,Х, +ju2X2 >0.
Полагая

Для произвольного

(2.24)

MiX1*1

MiXi +/u2X2
Ь-i-

MiX,

MiXi +M2X2
(2.25)

29



получим (£i, |2)' £^+. Поэтому из (2.24) с учетом выпуклости С вытекает

дс = (м,х» +M2x2)tt^! + Ы'2)ек(с).

Случай 2. /ijXj +м2Х2 =0.

Отсюда следует ^jXi =д2Х2 = 0 и, следовательно, {х = 0}е £(С).

Пример 2.4. Выпуклое множество С = Р+ порождает выпуклый конус
К (С) - R?.

Для установления связи между произвольным множеством М С R" и

множествами С, И,/С и L из (2.1а) - (2.1г) введем ряд понятий.

Отображение И: P(Rn)-* P(Rn) множества ^(R") всех подмножеств

R" в себя назьшается операцией взятия оболочки, если оно обладает

следующими свойствами:

1.Л/С#(Л/);

2.Л/, С М2 ^Я(Л/,)СЯ(А/2); (2.26)

3.#(#(Af)) = #(Af).

Можно показать, что следующие пять понятий являются операциями
взятая оболочки в смысле данного вьппе определения. Пусть всюду в

дальнейшем Z — соответствующее множество индексов.

Выпуклой оболочкой С(М) множества Л/С R" называется пересечение
всех выпуклых множеств С/, содержащих М:

С(М) = П С,, где С/ DM. (2.27)

Конической оболочкой К(М) множества Л/С R" называется пересечение-
всех конусов Kh содержащихМ:

К(М)= П Kh где KtDM. (2.28)|
iGZ

Выпуклой конической оболочкой или положительной оболочкой Кс (М)
множества Л/С R" называется пересечение всех выпуклых конусов Кс{9
содержащих М:

К?{М)= П Kft где Kf DM. (2.29)

Аффинной оболочкой У(М) множества MCRn называется пересечение
всех линейных многообразий Vb содержащих М:

V(M)= П К/, где К,ЭЛ/. (2.30)

Линейной оболочкой L (М) множества МСКп называется пересечение
всех подпространств L/, содержащих М:

1(Л/)= П Lit где 1/ЭЛ/. (2.31)
/€Z

Из введенных выше определений оболочек вытекает, в частности, что

оболочка пустого множества есть пустое множество.

Из определений непосредственно следует, что, например, С (М) есть

наименьшее выпуклое множество, содержащее М. Аналогичные
утверждения справедливы для К (М), Кс (М), V (М) и L (М).
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V(M)™L(M)

*2*

*zk

4^

Рис. 2.6.

Рис. 2.7.

В целях наглядности мы изобразим на рис. 2.6, 2.7 для двухэлементных
множеств соответствующие оболочки.

При мер 25- Для множества М -\х =(*., хгУ 6R2: О < х2 < 1 имеем
I i + х\ J

C{Af) = {jfER2: 0<jc2 <1}и{(0,1)'}.
1

Пример 2.6. ЕслиЛ/ = (хеК: дг = —, Are N}, то CW) = (0,1 ).

Справедливо следующее утверждение о представлении введенных выше

оболочек.
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Теорема 2.7. Пусть М С R" - произвольное множество. Тогда:

\.С(М)={х:х = 2 X*', Х,>0, 2 х,«1;

лг'еЛ/, У С R, J конечно) , (2.32)

т.е. С(М) совпадает с множеством всех выпуклых линейных комбинаций
точек из М;

2.*с(Л/) = {*'• х= 2 X,*', Х,>0, лг'еЛ/, УСК, У конечно) ,

'еУ (2.33)

г. е. КС(М) совпадает с множеством всех неотрицательных линейных

комбинаций точек из М;

3. V(M)={x: х= 2 Х,х', 2 X,= l, х'еЛ/, /CR, J конечно) у

(2.34)
г. е. К(Л/) совпадает с множеством всех аффинных линейных комбинаций
точек из М;

41(Л/) = {*: * = 2 X/Jt', X/ER, х'еЛ/, У С R, J конечно), (2.35)

г. е. I (Л/) совпадает с множеством всех линейных комбинаций точек из М\

5.К(М) = К(М), (2.36)

т.е. коническая оболочка К{М) совпадает с конусом, порожденным
множеством М.

До к аз а тел ь с тво. Мы ограничимся проверкой справедливости
первого утверждения; доказательство остальных может быть проведено
аналогичным образом.

Пусть С (М) - множество всех выпуклых линейных комбинаций точек

из М. Если Ct- выпуклое множество и С/ЭЛ/, то в силу теоремы 2.1

Ct Э С(М). Из (2.27) следует

С(М)ЭС(М)- (2.37)

Обратно, лкобая выпуклая линейная комбинация точек, которые в свою

очередь являются выпуклыми линейными комбинациями точек из Л/, -

также выпуклая линейная комбинация точек из М. А именно, для р £ [0,1)
выполняется

р2 Х,*' + (1-р) 2 Х,х'= 2 (рХ,)*'+ 2 ([1-р]Х,)Зс',

и из 2 Х/= 1
, 2 X/ = 1, Х/Д/ >0 следует

2 (рХ,) + 2 ([1-р])Х,= 1.

Поэтому

С(Л/)С С{М). (2.38)
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Из (2.37) и (2.38) получаем С (М) = С(Л/).
Выпуклая оболочка конечного множества М = {хх xm + 1} ^ R"

называется выпуклым многогранником (политопом). Если точки х1, . ..

... ,
xm

+ 1

аффинно независимы, то С(М) называется m-мерным

симплексом Sm свершинами дс1,. .. ,xm
+ 1.

Таким образом, в силу утверждения 1 теоремы 2.7 выпуклая оболочка

С (Л/) произвольного множества Л/ <= R" является объединением всех

выпуклых многогранников, которые образованы точками из М. Это

утверждение можно усилить, показав, что С(М) в случае dimM
= т есть

объединение всех /w-мерных симплексов, вершины которых лежат в М *).
Теорема 2.8 (теорема Каратеодори для конусов). Пусть М ^ R" -

множество такое, что dim Kc (Af) = /и. Тогда:

1. Любая точка х € КС(М) может быть представлена в виде

неотрицательной линейной комбинации не более чем m линейно независимых

векторов изМ.

2. КС(М) = U КС(М(), где (Л//). -

7
- семейство всех множеств М,-,

i G Z, которые состоят из m линейно независимых векторов множествам.

Доказательство. 1. Соотношение х € КС(М) означает, что

х = I X,V, j'€M,, /=l,...,p, (Х1,...,Хр)'€К+". (2.39)

Допустим, что р > m и X/ > 0 для i = 1,.. .
, р. Так как dim КС(М) = т,

то векторы а1,. ..
,
ар линейно зависимы, т.е. уравнение

2 ufV = 0 (2.40)
/= 1

имеет решение (v\,..., vp)' Ф 0.

Для некоторого нетривиального решения, имеющего без ограничения
общности по меньшей мере одну положительную координату, положим

\х - max vt УС( 1. Отсюда

X,- —>0, /=1,...,р, jc= I (х,- —L', (2.41)

при этом хотя бы один коэффициент в (2.41) равен нулю. Тем самым число

тех д', которые входят в положительную линейную комбинацию (2.41) с

отличными от нуля коэффициентами, сократилось по сравнению с (2.39) по

крайней мере на единицу. Эта редукция может быть повторена, пока не

получим р<т.
2. Мы можем считать, что вектор х € КС(М) представим в виде

неотрицательной линейной комбинации ровно т линейно независимых векторов

из М: в случае, если в (2.39) р<т> всегда можно расширить

неотрицательную линейную комбинацию таким образом, чтобы коэффициенты X/ при

*) Здесь dim М -

размерность множества М £ Rn - определяется как dim М-
= dim К(Л/). Для У(М)=ф мы полагаем dim3f=-l. Размерность линейного

многообразия V определяется как размерность параллельного V подпространства L.
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вновь вошедших векторах а1 € М равнялись нулю и одновременно я',
1 = 1,..., /я, были линейно независимы. Тем самым каждая точка из КС(М)
принадлежит множеству КС(М{), i G Z, где (Mi).GZ - семейство всех

множеств, состоящих из /и линейно независимых векторов множества М:

Очевидно, тогда

KC(M)<L U КС(М().
tGZ

Из определения множеств Л//, / € Z, и из второго свойства операции
взятия оболочки в (2.26) вытекает, что КС(М) 5 #С(Л/,), / € Z, откуда

KC(M)D U *С(Л/,-).
/ez

Следовательно,

Кст= U *С(Л/,).

Теорема доказана полностью.

Из теоремы 2.8 можно теперь вывести уже упоминавшееся утверждение

для выпуклых множеств.

Теорема 2.9 (теорема Каратеодори). Пусть М С R" - множество,

такое, что dim Л/=/я. Тогда:

1. Любая точка х € С(Л/) может быть представлена как выпуклая

линейная комбинация не более чем m + 1 векторов из М.

2. С(Л/) = U S,m, где (5Г1). - _

- семейство m-мерных симплексов
iez

'fcZ

вида 5/" = С(Л//), / G Z, а каждое Mi9 /G Z, состоит из m + 1 аффинно
независимых векторов множествам.

До казательство. Поскольку dim М = т,вМ существует не более

m + 1 аффинно независимых векторов. Это равносильно существованию

не более чем т + 1 векторов а* ЕМ, i = 1,..., т + 1, таких, что уравнение

;?:(;V (Г)--- - /и+ 1,

имеет лишь тривиальное решение (мь ..., Mm+i)' = 0. Последнее

означает, что

dim L(M) = dim tfc(Af) = m + 1,

где M =JjceR', + 1: Jc = (
* V хем\

Легко сообразить, что it G KC(M) тогда и только тогда, когда х € С(Л/)
(рис. 2.8).
т Применяя к множеству Л? теорему 2.8, получим с учетом равенства

dim КС(М) = т + 1, что любая точка из КС(М) может быть представлена в

виде неотрицательной линейной комбинации не более чем т + 1 линейно

независимых векторов из М\ соответственно любая точка из С(М) может

быть представлена в виде выпуклой линейной комбинации не более чем

/я+ 1 точек из М.

Точно так же из теоремы'2.8 вытекает второе утверждение теоремы 2.9.

Вспомним, что выпуклая оболочка т + 1 аффинно независимых точек есть
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Рис. 2.8. Рис. 2.9.

m-мерный симплекс Sm. Таким образом, справедливы следующие
импликации

хес(М)<=>х екс(М)<=*хе и кс(Щ<=>
iGZ

<=>хе и С(Л/,)= и s?.
iGZ i<EZ

Замечания. 1. Доказательство теоремы 2.9 может быть проведено
и аналогично доказательству теоремы 2.8.

Избранный здесь путь сопоставления МиМи переноса соответствующих

утверждений о конусах на выпуклые множества называется

"гомогенизацией".

2. Тот факт, что для множества М ^ R", dim M=m, действительно могут
существовать точки х £ С(М), которые нельзя представить в виде
выпуклой линейной комбинации меньшего чем т + 1 числа точек из Л/,

иллюстрирует приведенный на рис. 2.9 пример для случая dim M = 2.

Далее установим еще одно свойство симплекса.

Теорема 2.10. Если V - линейное многообразие, S - симплекс, то

Р = VC\S - выпуклый многогранник.
Доказательство. Пусть 5 = С({а* G R": /€/={1 г+ 1}»,

где векторы а* аффинно независимы. В предположении РФф каждой точке

v E P поставим в соответствие симплекс наименьшей размерности вида

Бу = С({а!ЕКп: /е/С/})С5

так, чтобы y€Sy.
Всего имеется 2r

+ l
- 1 симплексов Sy, вершины которых

одновременно являются вершинами 5. Если выполняется соотношение Sy П Р = {у}9 то

у называется образующим вектором для Р Число образующих векторов
конечно, поскольку каждое множество Sy имеет не более одного

образующего вектора для Р

Покажем, что множество Р является выпуклой оболочкой образующих

векторов.
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Если у € Р не является образующим вектором, то существует z € R",
z Ф 0, такой, что у + z Е Р П 5у. Пусть

>>= 2 X,V, Xf > 0, 1=1,...,$,
/= 1

2 Х,= 1, 1<$<г+1.
/= 1

Тогда найдутся числа 6,-, i = 1, ..., s, Z bt = 0, такие, что выполняется

равенство
'= !

y + z= 2 (X, + 6,V.
/= i

Выберем теперь два числа Mi и м2 из соотношений

Mi =min {- Х//6/: 5,-<0}, М2 = min{X,/6/: 5f>0}

и образуем векторы

zl=y + nxz
= 2(Х,+мЛ)*'', (2.42а)

/= 1

z2=^-M2^= 2 (Х/-М2б/)д'. (2.426)

В силу определения чисел Mi и Мг в равенствах (2.42а) и (2.426) по

меньшей мере один из коэффициентов равен нулю. Кроме того,

X, + Mi6,>0, i=l,...,s; 2 (Х, + мА)=1,
/ = 1

S

X,-M2fy>0, i=l,...,$; 2 (Х/-м2в/)=1.
/= 1

Поэтому zl и z2 принадлежат симплексам меньшей, чем у 5^, размерности,
а .у представим в виде выпуклой линейной комбинации z1 и z2:

1
у = (мг* +Mi* )•

Mi + М2

Если теперь z! и (или) z2 все еще не являются образующими векторами,
то поступаем с этими точками так же, как ранее с v. После конечного числа

таких шагов у будет представлен в виде выпуклой линейной комбинации
образующих векторов.

Из теоремы 2.10 следует, что пересечение D подпространства L ^ R" и

неотрицательного ортанта R" может быть представлено в виде

положительной оболочки конечного числа векторов. В самом деле, D=L О R+ =

= K(L П Pi) = KC(L np"),aL О Р" по теореме 2.10 является выпуклым

многогранником Р- L (а!,. ..
, as).

Из линейной алгебры известно, что любое подпространство и любое

линейное многообразие пространства R" может быть представлено в виде

линейной и соответственно аффинной оболочки конечного числа векторов.
Аналогичные утверждения справедливы при применении понятий положи-

36



тельной оболочки и выпуклой оболочки к многогранным конусам и

соответственно к многогранным множествам.

Теорема 2.11 (теоремаМинковского). Любой многогранный конус

K = {xeRn: Ах<0},

где А - матрица порядка тХ п, может быть представлен в виде

K=ixGRn: x = Bz, z6R+r}, (2.43)
т.е. К является положительной оболочкой конечного числа векторов.

Доказательство. 1. Рассмотрим множества U = {(х, у)
'
€ Rw+m •

хе Rn, у GR+m)H V = {(x,y)' e R"
+
m: Ax + у

= 0>. Заметим, что V -

подпространство Rw+m. Пусть g\ Rw+m -> Rw - линейное отображение,

определенное соотношением g [ ) =х. Тогда, очевидно, К
= g(U П V).

\у'
i

Покажем, что существует конечное число векторов I . 6 R"
+
m,

i = 1,... ,г, таких, что
\ У I

Отсюда сразу же будет следовать утверждение теоремы, поскольку

К={х: Ax<0)=g(UnV) = Kc(^g[b. ))] =
= Кс({Ъ'))={х: Bz=x, zGR;); B = (b* У).

2. Для доказательства существования указанного выше представления
множества (/ПК заметим, что

^/=л:с({{е/},(-1,...,-1,о,...,оу}),
где е1, / = 1, ...

,
п + т9

—

векторы канонического базиса пространства

R"
+

т, а вектор (-1,..., -1, 0,.. ., 0)' имеет ровно т последних нулевых

координат.

Ради краткости записи обозначим входящие в это представление

векторы через р1, z = 1,. .
.,

л + /и + 1. Для произвольного отображения /:

R"+m
+ 1->Rw + m

справедливо равенство

ЦП V = f(f(Un V))=f(f-(U)nf-(V)).

Пусть теперь /: Rw + m + 1 -* R*
+ m

- то линейное отображение, которое
каждому вектору и = (иь ..., w„+w+1)'E Rw

+ m+1
ставит в соответствие

л + m+l
л+т+1

образ f(u) = Е И/р'. Для этого отображения /"(£/) = R+ , а

/ = 1

f(V) является подпространством R"
+ m+1

(как прообраз
подпространства).

По теореме 2.10 существует конечное число векторов qJ G R"
+

m+1)
/ = 1, .... г, для которых f~(Un V)=f~(U) П/-(К)=*с({?М).Тогда
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окончательно UC\ V = Kc({f(gf))). Векторы f(qh при этом в силу

конструкции отображения / и свойств р* имеют вид

Я*') = (\)> Ыек», у'ек?.

Замечание. Справедливо и обратное, а именно, любое множество

вида (2.43) является многогранным конусом (см. ниже теорему 2.44).
Из теоремы Минковского, которая характеризует структуру множества

решений однородной системы линейных неравенств, следует утверждение
о множестве решений произвольной системы линейных неравенств.

Теорема 2.12. Любое многогранное множество

M = {xeRn: Ах<Ь),

где А - матрица порядка тХп, Ь € Rm, может быть представлено в виде

где Р - выпуклый многогранник, а К - положительная оболочка конечного

числа векторов.

Доказательство. Соотношение х ЕЛ/Q R" имеет место тогда и

только тогда, когда

(Мел#-{(*)ек-»: (Д-Ь)/*)<о, $>о

Множество М является многогранным конусом, который по теореме
Минковского представим в виде положительной оболочки конечного числа

векторов a*, /€/. Без ограничения общности будем считать, что все

векторы a*, /€/, у которых последняя координата отлична от нуля, имеют

так чтоформул' = (]) eR**1.

где Л и/а =/, Л т2=ф.
Отсюда имеем

хЕМ*=*1 )емs"~(i)
к:)м„ч;>лч;')
Х,>0, /€/,; М/>0, iGI2

«►xec({a'eR", ieil))^Kc({aieRnf iei2)y.

Теоремы о представлении произвольного выпуклого множества имеют,

естественно, более сложную структуру. Обсуждение этой проблемы можно
найти в [74, 79).
Мы ограничимся следующим утверждением.
Теорема 2.13. Пусть С ^ R" _ выпуклое, замкнутое, но не

ограниченное множество. Существует по меньшей мере один луч S = {z: z = Xz°,
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X > 0}, где z° - фиксированный
вектор, z ° Ф 0, для которого справедливо

утверждение

Доказательство. Так как С

не ограничено, то существует

последовательность { х'} такая, что ||х' II -*
°°,

х{ Ф 0 и х' € С для всех /.

Последовательность zi,z * := х{Ц\х* ||,
содержится в компактном множестве 5! =

= { z: || z || = 1} и имеет поэтому хотя

бы одну предельную точку z°. Тогда

существует сходящаяся к z° E Sx
подпоследовательность. Без ограничения

общности считаем, что z' -»z°.
Для произвольного фиксированного X > 0 и достаточно большого /

выполняется неравенство

X
<1,

Рис. 2.10.

0<
IU'II

так что, с одной стороны, для достаточно большого / имеем х +

+ —-— (х - х) € С а с другой стороны, - последовательность

{ х + —-.— (х' - х) } сходится к х + Xz °.
I Их1 || J

Теорема 2.13 проиллюстрирована рис. 2.10.
Важное комбинаторное свойство выпуклых множеств описывает

следующая теорема.

Теорема 2.14 {теорема Хелли). Пусть С,- <=L R", /6/, / = {1,..., m}9
m> n + 1, - выпуклые множества. Если каждые п + 1 множеств Q имеют

непустое пересечение, то и пересечение П Q является непустым мно-

/е/

жеством.

Доказательство. Проведем доказательство индукцией по т. При
т = п + 1 утверждение тривиально.

Из предположения, что теорема верна при m
- 1 > л + 1, следует сущест-

т

вование т точек х' £ П С*, / = 1, ...
,
т. Тогда система п + 1 линей-

k = 1

к Ф \

т т

ных уравнений с т > п + 1 неизвестными 2 Х,х' =0, 2 X/ = 0 имеет
/ = 1 / = 1

нетривиальное решение (Х|, ..., Xw)' Ф 0. Без ограничения общности

можно считать, что \\ > 0,..., Хг > 0 и Хг+1 < 0,. .., Хт < 0. Тогда
г т

2 Х, = - 2 Х,>0.
/ = i / = г + 1
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Так как дг1 G П Ск для каждого / G (1, . ..
,
г }, то выпуклая ли-

к =г + 1

г г

нейная комбинация х = ( Z X/Jt' ) ( Z X,- )
"!

точек *' также при-
i=i i=i

т

надлежит множеству П Ск. Но тогда в силу предположения индукции
к = г + 1

имеем

m r

I \/х' >- 1 X,V
/= г + 1 / = 1

= xG П Q ,
т г к = 1

2 X, (- Z X,)
/=г+1 #=1

m m

и окончательно дг€ П Сл, т.е. П СкФф.
к = 1 *= 1

В заключение приведем одно утверждение типа теоремы Хелли,

относящееся к компактным выпуклым множествам и означающее тем самым

переход к следующему пункту, в котором рассматриваются
топологические свойства выпуклых множеств.

Теорема 2.15. Пусть (С()( е z
- произвольное семейство

компактных выпуклых множеств С,- £ R". Если каждые п + 1 множеств С, имеют

непустое пересечение, то и пересечение П С, не пусто.

Доказательство. Предположим, что П С/ = 0. Тогда
i*e z

U Q=Rn,
/ez

где С/ = Rw\ С/ - дополнение к множеству С/. В частности, для

компактного множества С/ , i*€Z, выполняется

iGZ

Открытые множества Ci9 i € Z, образуют покрытие С|#. Так как С/

компактно, то по теореме Гейне - Бореля существует конечное покрытие

множества С/#, состоящее из множеств С/;, z E Z:

Отсюда вытекает, что П С/у С С/ и П С,у П Q =
ф. Последнее, од-

/ = 1 /
= 1

нако, противоречит теореме 2.14, согласно которой любое конечное

подсемейство семейства (Q).e z
имеет непустое пересечение.

Таким образом, П С(Фф.

2.13. Топологические свойства выпуклых множеств. Наряду с

введенными в п. 2.1.2 операциями взятия оболочки рассмотрим далее аналогичную

операцию взятия замкнутой оболочки множества.
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Замкнутой оболочкой М множествам Ь Кп называется пересечение всех

замкнутых множеств, содержащих М. Как известно, М совпадает с

множеством точек прикосновения Л/.

Используя единичный шар S{ = 5(0,1), получим следующее

представление для М:

М = П (М + е^). (2.44)

В самом деле, элемент х € R" тогда и только тогда является точкой

прикосновения множества Л/, когда (х + eSi )СЛМФф Ve > 0. Таким образом,

М={х: (х + еБ^ПМФф Ve>0>.

В силу теоремы 2.2 и свойства Sx = - Sx следует

Л/={х:{л:>П(Л/ + е51)^0 Ve>0}= П (Л/ + е5,).

Внутренностью множества М называется множество

ЫМ = {хеМ: Не>0, х + eSi С Л/}. (2.45а)

Ддлее мы приведем некоторые свойства множеств, в которых не

используется понятие выпуклости. Эти свойства потребуются, однако, для

последующих рассуждений. Так, при доказательстве теорем отделимости для

выпуклых множеств в п. 2.1.4 мы используем определенные
топологические свойства суммы двух множеств.

Теорема 2.16. \.ПустьМх, М2 5 R" имножествоМ2 открыто.
Тогда открыто и множество Мх +Л/2-

2. Пусть М\,М2 5 R" и множество М{ замкнуто, а М2 компактно. Тогда

множество Мх + М2 замкнуто.
Следующий пример показывает, что сумма двух замкнутых множеств не

всегда замкнута.

Пример 2.7. Для замкнутых множеств

М1 ={* = (*,.*2)'ек2: х2 >е*1),

М2 ={дг = (*i. х2У &R2: х2 = 0, дг, > о)

имеет место равенство (рис. 2.11)

Мх + Af2 ={.vGR2: x7 > О).
Вообще говоря, не замкнута даже сумма двух замкнутых выпуклых

конусов.

Пример 2.8. Для замкнутых выпуклых конусов

Kv ={x = Ui.*a, *,)'eR3: хх +*3 >\/х] +х\ +х\) ,

К2 ={jr = (х,.**, *3)'eR3: *, =0, х2 < 0, *3 = о)

имеет место равенство (рис. 2.12)

/Г, +^=(j(6R3: x3>0}u(xGR3: xl
= 0, x3 > О) .

Напротив, сумма многогранных конусов всегда замкнута. Это следует
из теоремы 2.11, если учесть, что положительная оболочка конечного

числа векторов является замкнутым множеством. Последнее утверждение
составляет содержание следующей теоремы.
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Рис. 2.11.

Теорема 2.17. Пусть В = (Ь1,
Тогда множество

A>{*eR": x = Bz, zGR;}
зомкмуго.

Доказательство. 1. Множество К является положительной

оболочкой М = {Ьх,.. .
,
Ьг}. ИзМ можно выбрать лишь конечное число отличных

друг от друга подмножеств Ms, каждое из которых состоит из s (1 <s <r)
линейно независимых векторов. Покажем, что положительная оболочка

KC(MS) s линейно независимых векторов есть замкнутое множество.

Без ограничения общности можно считать, что Ь1,..., b5 (Ks <r)
линейно независимы. Тогда найдутся векторы jj+1 ап такие, что векторы-

столбцы матрицы В
= (Ь1, ..., bs, a5*1 ап) образуют базис

пространства R". Имеем

Kc(Ms)={x: x=Dz\ z>0, /= 1,.. . ,s; z,
= 0, i=s + 1,. .., n).

В силу непрерьганости линейного отображения z = D~lx прообраз KC(MS)
замкнутого множества

{zGRw: Z/>0, /= 1,.. .,s; Z/
= 0// = s+1, . ..,«}

замкнут.
2. Объединение множеств Кс (Ms) по s = 1, . ..

,
г дает согласно

теореме 2.8 множество К, которое (как объединение конечного числа

замкнутых множеств) замкнуто.

При линейном преобразовании A: Rn -> Rm замкнутое множество не

обязательно отображается на замкнутое множество.

Теорема 2.18. Пусть М ^ R" - произвольное множество и A: Rn -*

->RW - линейное преобразование. Тогда

АМ~С ДМ.

Рис. 2.12.

.
, Ьг) - матрица порядка п X г.
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Доказательство. С одной стороны,

AM ={у: Н(х'}?Л/, Ах'-+у).

С другой, в силу непрерывности линейного преобразования, имеем

AM={z: 1{х!')9М, х*-*х, z = Ax).

Для каждого z Е AM ввиду Ах1 -» Ах при*' -*дг выполняется также

zeAM.

Следующий пример иллюстрирует тот факт, что полученный с помощью

линейного преобразования А образ AM замкнутого множества М

действительно не обязан быть замкнутым.

Пример 2.9. Рассмотрим замкнутое выпуклое множество

С = {х = (*i, x2,x3)'eR3: дс1дс3 > 1, *, >0)
и матрицу проектирования

Л . .4

/4 = 1 0 10 1.

\о о х)
Проекцией АС множества С на подпространство 1= (x€R3:jCj= 0) является

множество АС = {jcg R3: хх > 0, х3
= 0}. Очевидно, что множество ЛС незамкнуто.

Компактное множество из R" линейное преобразование всегда переводит
снова в компактное множество. Это вытекает из следующей известной

теоремы.
Теорема 2.19. Пусть М <= R" - компактное множество uf: R" -> Rm -

непрерывное отображение. Тогда множество f(M) компактно.

С помощью этого утверждения докажем следующую теорему.

Теорема 2.20. Выпуклая оболочка конечного числа векторов есть

компактное множество.

Доказательство. Пусть М={а1, а2,... , ат). Тогда

т

С(М) = {х:х= I X,V, (X,,...,Xm)'€/>"}.
i = i

+

Множество Р™ замкнуто как пересечение замкнутых множеств, и

поскольку X G Р+т влечет || XII < 1, где X = (Xi,..., Xm)', оно также и компактно.

По теореме 2.19 множество С(М) компактно как образ компактного

множества Р™ при задаваемом матрицей А = (а1, ..., ат) линейном

отображении.

Обсудим теперь некоторые топологические свойства выпуклых
множеств.

_

Теорема 2.21. Если С Q R" - выпуклое множество, то и множества С

и int С выпуклые. _

Доказательство. Используем представление С и int С согласно

(2.44) и (2.45а) при М
= С.

1. Очевидно, что для произвольного е > 0 множество С + eSx выпукло,

следовательно, по теореме 2.3 выпукло и множество Гь (С + eS\).
€>0
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2. Справедливы соотношения

Эб! >0: x + €iSx С С\

3е2>0: ^ + e251?cJ

=*X!Jc + X2.y + (Xiei +X262)5i С с,

где (Xi, Х2)' ^ Pj. Таким образом, для точки z = Х^ + Х2.у, где (Xi, Х2)' €
G Р*, существует е = Х^ + Х2е2 > 0 такое, что z + eSi ЯС и, тем

самым, z € int С.

Часто нет необходимости соотносить внутренность множества М со всем

пространством R". Вместо этого рассматривают внутренность относительно

аффинной оболочки V(M) множества М и говорят об относительной

внутренности М (относительно V(M)).
Точка х° € М называется относительно внутренней точкой М, если х° -

внутренняя точка относительно топологии в аффинной оболочке V(M)

множества М, индуцированной топологией в R" *).
Множество

riM={xeM: 3е>0, (х + eS, )П К(Л#)? д/> (2.456)

всех относительно внутренних точек Л/ назовем относительной

внутренностью множестваМ**\
Очевидно, что пЛ/СЛ/СЛ/.

Для л-мерного множества М Q R" справедливо, в частности, V(M) = Rw,
и поэтому ri Л/ = int Л/.

Множество Л/ называется относительно открытым (относительно

индуцированной топологии в У{М)), если ri М = М.

Множество М\ ri Л/ называется относительной границей М, любая точка

из М\т\М - относительно граничной точкой М

При доказательстве утверждений, касающихся относительной

внутренности множества М Q R", без ограничения общности можно считать, что М

имеет внутренние точки. Дело в том, что в случае dim М = m < п с помощью

взаимно однозначного аффинного преобразования можно множество М

отобразить на подпространство, определяемое равенствами хт + х
= О,

... ,хп = 0, которое изоморфно и изометрично Rm.

Теорема 2.22. Если CQR" - непустое выпуклое множество, то

пСФф.

Доказательство. Если dim С = 0, то С = {дг0} и, как мы

условились, х° - относительно внутренняя точка С.

В случае dim C= m > 0 без ограничения общности будем считать m =
л.

С помощью аффинного преобразования всегда можно достичь того,

чтобы содержащийся в С л-мерный симплекс Sn имел вершинами точки

*) Открытый шаре центром .v° e V(M) и радиусом а >0 (шаровая окрестность
точки х°) в этой топологии определяется как S

'

'(х°, а) = V(M) n 5(х°, а).
**) В случае М

= {х0} точка дг° рассматривается как относительно внутренняя

точка множества Л/.

***) Это определение отличается от обычного определения граничной точки,
однако оно оказывается целесообразным.

X, у G int С ■*
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(О, 0 0), (1, 0,..., 0),... , (0, 0,..., 1). Тогда
п

Sn={x = (xl ,*„)': *,,...,*„>(), I х,<1),
/= 1

п

intS„ ={* = (*!, ...,*„)': *i,.. . ,хя>0, I х(<\)Фф,
/= 1

а отсюда следует intC^ ф.

Для невыпуклых множеств утверждение теоремы 2.22, вообще говоря,

неверно. Достаточно вспомнить хотя бы об окружности в R2.

Теорема 2.23. Если CQR" -

выпуклое множество, то из

соотношений х G ri С, у G С следует \хх + X2.v € ri С, где (Xi, Х2)' G ri Р+ .

Доказательство. Без потери общности проведем доказательство

для dim С= и, так что будем считать, что ri C= int С.

В силу у € С =>.у G С + е5, Ve > 0 имеем

Xi-x + X^+eS, С Х,[дг + е(1 +Х2)ХГ,51] + Х2С Ve>0.

Полагая е'(е) = е(1 + Х2)ХГ* и учитывая xGriC, получим x+e'(e)Si С С

VeG [0,е0), и поэтому Xi* + Х2>> + eSi С XiC+X2C=C. Отсюда для еб

G [0, е0) следует

\xX + \2y + €Sx С с V(X,,X2)'Gri^.
В качестве непосредственного следствия из предыдущего утверждения

получим следующее усиление теоремы 2.21.

Теорема 2.24. Если С Q R" выпукло, то выпукло и п С.

Доказательство. Вместо >> G С в теореме 2.23 возьмем у G ri С.

Теорема 2.25. Пусть C£LRW -выпуклое множество. Тогда

гТс=С, riC=riC.

Доказательство. 1. С одной стороны, в силу riCCjC имеем

пС С С. С другой стороны, в случае С Ф Ф для заданного у G С их G riC

согласно теореме 2.23 получим

Хдг + (1 - \)у G т\С VX G (0,1 ].

Поэтому >>GriC и, следовательно, CCriC

Отсюда получаем riC_=C.
~

_ _

2. В силу СССи К(0= К(0 имеем riC С ri С. Пусть теперь х G riC,
х-некоторая точка из пС,хФх.

Элементы х и х определяют прямую

{.у:.у = Х5с+(1 -Х)х = *+(1 -X)(x-3c);XGR> ,

точки которой при X > 1 и достаточно малом X — 1 принадлежат

множеству riC, а, следовательно, и множеству С. Для такого .у точка сможет

быть записана в виде Зс = ду+(1 -д)х, д
= Х-1 G(0,1J. Тогда из

теоремы 2.23 следует, что JcGriC Таким образом, мы получили riC С riC,
и поэтому riC= riC.

Как непосредственное следствие из теоремы 2.23 вытекает следующий

результат.
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Теорема 2.26. Пусть ClfC2QRn - выпуклые множества; тогда

следующие^ соотношения эквивалентны:

1)С,=С2;
2)riC, =riC2;_
3)riC, СС2СС,.

_ _

Доказательство. 1. В силу теоремы 2.25 из равенства Сх = С2
следует

rid =riCi = riC2 =riC2.

2. Из того, что riCi =riC2, вытекает

riC, = riC2 С С2 С С2 = FiC2 = riCi = C\.

3. Наконец, из^ соотношения riCi CC2 QCX следует Ci = пГ\ £.С2 С
Cd, и отсюда С\ =С2.
Замечание. Из Ci C_C2 следует (?i CC2 и intC^ C_intC2, но не

пСх С riC2, в чем можно непосредственно убедиться на простых примерах.

Теорема 2.27. Пусть С Q Rn - непустое выпуклое множество.

Справедливы утверждения:

1) хепсо ууес Нд>1: дх + (1 -ц)уес\

2)xeintC**VyeRn Эе>0: х + еуЕС.
Доказательство. 1. Утверждение (=>) следует непосредственно

из определения (2.456) относительной внутренности, поэтому мы

ограничимся доказательством справедливости импликации (<=).Таккак т'\С Ф

Фф (теорема 2.22), то существует yEiiC. Пусть УФх (если у=х, то

требуемое доказано). По предположению для yEriС
*

существует точка

zEC такая, что z =
/luc + (1 -у)у для некоторого д>1. Тогда х = Xz +

+ (1 -Х)р, гДе Х=/!_1 G(0,l),zGC, jGriC, и поэтому согласно теореме
2.23 xGriC.

2. Это утверждение непосредственно следует из доказанного выше.

Теорема 2.28. Пусть (С/),е/ - семейство выпуклых множеств

C(QRn такое, что П (riQ)Фф. Тогда
/е/

ПС/= П С,. (2.46)
/е/ /е/

В случае конечного множества индексов 1= \\,... ,к}имеет место со-

отношение

п( П С,) = П (riC,). (2.47)
/= 1 /= 1

Доказательство. 1. Пусть xG П (riC,) и у€. П Q. Тогда по

теореме 2.23 имеем
/е/ /е/

Xx+(l-X)yG П (riQ) VXG(0,1].
/е/

При X -> + 0 элемент у оказывается предельной точкой векторов Xjc +

+ (1 - Х)у, так что

П Cg С П (riC/) С П С/ С OQ.

Этим и доказано (2.46).
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2. Одновременно с (2.46) выше было показано, что П (riC,) =

/е/

= П С/. По теореме 2.26 тогда выполняется также равенство
/е/

ri( П пС,) = п( П Q),

и поэтому

ri( П С,) С П riC/. (2.48)

Пусть теперь /={1,...Д}и>'€ П riC/. В множестве П С,- любой
/= 1 i = i

отрезок прямой с граничной точкой у может быть продолжен из у в

каждое из множеств С/. Поскольку / конечно, пересечение таких

продолжений будет продолжением первоначального сегмента в множестве

к к

П С/. Тогда по теореме 2.2? имеем ,y€ri( П С/), и окончательно

/ = 1 /=1

к к

П riCfCri( П С,). Отсюда и из (2.48) вытекает (2.47).
/ = 1 / = 1

Теорема 2.29. Пусть С Q Rn - выпуклое множество и А: Rn -*

-* Rm - линейное преобразование. Тогда

п(ЛС) = Л(пО. (2.49)

Доказательство. В силу теорем 2.25 и 2.18 имеем

ii(AriC) С А(пС) С АС С АС = А(т\С) С i(riC).

Отсюда согласно теореме 2.26 следует АС
= А(т'\С), а потому п(ЛС) =

= ri(A(riC)) и, наконец,

п(АС)СА(т\С). (2.50)

Пусть теперь z Е A(riC), х G ЛС, a z G riC, дг' Е С - некоторые

прообразы z и х соответственно, так что 4z' =
z, Ax =x. Тогда по теореме

2.27 существует число д>1 такое, что >>
= juz' + (1 -д)х'€С. Для

образа точки у при отображении Л при том же д> 1 имеем щ, + (1-д) хЕ

ЕЛС, и поэтому zEri(AC). Таким образом, мы получаем А(т\С) С
С ri(i4C), что вместе с (2.50) и дает (2.49).
Теорема 2.30. Пусть Сх Q К"1 и С2 C.RWa - выпуклые множества.

Тогда

d XC2=~Ci XC2, ri(d XC2) = rid XriC2.

Доказательство следует из определения декартова произведения двух
множеств.

Теорема 2.31. Пусть С\, С2 Q R" -

выпуклые множества. Тогда

С, + С2 Э d + С2, ri(Ci + С2) = riC, + riC2.

Доказательство. Применим линейное преобразование A: R2"-»
->R" вида ЛС*1,*3)^1 +jc5 Vx1,x2GRw. Тогда Ct + С2 =Л(С, X С2).
Требуемое утверждение следует из теорем 2.18 и 2.29.
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2.1.4. Теоремы отделимости. Если даны два непересекающихся

выпуклых множества Сх и С2, то кажется очевидным, что они могут быть

"отделены" друг от друга некоторой гиперплоскостью. Итак, возникает

предположение о существовании такой гиперплоскости, что множество С\
полностью лежит по одну сторону, а С2 — полностью по другую

сторону от этой гиперплоскости. Утверждения подобного рода объединяются

под названием теорем отделимости и играют важную роль в теории

выпуклых множеств и в нелинейном программировании.

Предварительно для произвольных множеств введем понятия

разделяющей гиперплоскости и строго разделяющей гиперплоскости.
Гиперплоскость Е(д, a) = {jcGRn: ax =а} разделяет два непустых множества Л/ь
М2 CR", если

а'х<а VxGAfb a'x>a \fxGM2.

Гиперплоскость Е(а, а) строго разделяет два непустых множества Мх,
М2 CR", если

а'х<а VxeMly ax>a VxGM2.

Если разделяющая гиперплоскость Е(а, а) не содержит одновременно
оба разделяемые ею выпуклые множества Сг и С2, то Е(а,а)
называется собственно разделяющей гиперплоскостью для С\ и С2.
Следовательно, в этом случае Е(а, а)^Сх UC2. Очевидно, строгая разделимость
влечет собственную.

Пример 2.10. Два шара

*■=<н нем
собственно (но не строго) разделяются прямой £Ча,а), где

а = (1,0)', а = 1.

Вначале мы докажем две вспомогательные теоремы о разделяющих

гиперплоскостях.

Теорема 2.32. Пусть CCRn - непустое замкнутое выпуклое
множество и 0£ С. Тогда существует гиперплоскость Е(а,а) с а>0 такая,
что а' х > a Vx G С.

Доказательство. Пусть S — замкнутый ^иар с центром в нуле,
который пересекает С. Так как множество COS компактно, то

непрерывная функция g(x) = Ibcll, xGCnS", достигает на этом множестве

минимума в некоторой точке х°. Тогда Ibcll > lbc°II VxECHS, и поэтому

также llxll> llx°ll VxGC.

Поскольку 0£С, то 11х°И>0. Положим а=х°, а= 11х°И2/2 и

покажем, что х'х°> llx°ll2 >a VxGC.

Ввиду llxll>llx°ll VxGC и выпуклости С выполняется также

неравенство 11х0 + Х[х-х°]11> 11х°И VxGC, XG(0,1], а поэтому

(х° + Х[х - х°1 )'(х° + Х[х - х°]) = 11х° + Х[х - х°] II2 > 11х°И2 = х°'х°

и, далее,

2(х - х°) х° + Х(х - х°)'(х - х°) > 0. (2.51)

Отсюда при Х-+ + 0 следует (х-х°)'х°>0 VxGC. Поэтому х°'х >
>х°'х°= lbc°ll2>a.
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Теорема 2.33. Пусть С С Rw - непустое выпуклое множество и

O^riC. Тогда существует гиперплоскость Е(а,0) такая, что a'x>0 VjcG
GС и ах>О для хотя бы одного xGC.

Доказательство. 1. Пусть М— произвольное конечное

подмножество из riC. По теореме 2.20 множество С(М) компактно. Кроме
того, очевидно, 0£С(Л/). Поэтому в силу теоремы 2.32 существует точка

у Е: А ={у: \\у\\ = 1} такая, что у'х>0 VxGC(M). Отсюда для

компактных множеств Ах = {у: llv II = 1, у'х > 0} следует П Ах Ф ф.

В самом деле,если предположить П Ах=ф, то U AxDA,T.e. множест-

^
*ес дсес

ва ^jcJcGC, образуют открытое покрытие компактного множества А.

По теореме Гейне — Бореля можно выделить конечное подпокрытие

множества А\ таким образом, существует конечное множество М QC, для

которого U АхЭАУн поэтому П Ах=ф, что противоречит постро-
хЕМ xGAf

ению Ах. Тем самым, П АхФф. Следовательно, существует вектор

<zG П Л*, для которого а'х>0 VjcGC. Тогда в силу непрерьганости
*ес

_

скалярного произведения и а'х>0 Ух ЕС.
2. Применяя соответствующее линейное преобразование, мы можем

добиться того, чтобы имело место соотношение

xeL(Cu{0})<*x =

где jcGR'CR'1, r = dimI(CU{0}).
Пусть С = {х GR': ( q ) G С С Кп}л . Тогда, согласно доказанному выше

в Rr существует гиперплоскость Е(а,0)такая,что ex>0VicG С.

Полагая д = (g )^R", получим j'jc>0 Ухе С А

Очевидно, что хотя бы для одного jcGC должно выполняться а'х =

= ах>0, поскольку иначе следовало бы Rr ЭЕ(а,0) 2 СU (о}, что

противоречит равенству dimI(CU {о} )=г.
Теорема 2.34. (первая теорема отделимости). Пусть С\,С2 CRn—

непустые выпуклые множества и i\Cx П riC2 =ф Тогда существует

гиперплоскость Е(а,а), собственно разделяющая <?\ и С2.
Доказательство. Положим в теореме 2.33 С = С\ - С2.

Согласно теореме 2.31 riC=riCi -riC2, поэтому из теоремы 2.33 следует

существование вектора аФО такого, что a'z>0 VzGCi - С2 и a'z >0
по крайней мере для одного zGСх - С2. Полагая z=jc-^,xG Сь .у G

GC2, и вспоминая, что С\ -С2ЭС\ -^ (теорема 2.31), получим

ах>ау VJC GCi V^GC2, (2.52)

а'х > ay УхЕС1 УуеС2. (2.53)

При этом гиперплоскость Е(а, а), где а= inf я'х, разделяет множества

_ _ ХЕ:СХ
Сх и С2 собственно, потому что в силу (2.53) Е(а, а)^Сх U С2.
Замечание. Если в теореме 2.34 множество С2 открыто, то

гиперплоскость Е(а, а) разделяет С\ и С2 строго. В самом деле, в этом слу-
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чае с необходимостью выполняется неравенство а'х° < a Vjc° G С2»
потому что, с одной стороны, для достаточно малого е > 0 имеем х° +

а
+ е GC2, а с другой, из предположения а'х°=а следовало бы нера-

IIj И

венство

а'(х° + е— ) = а'х° + ек\\ = а+еШ>а9
\ Hall /

что противоречит (2.52).
Следующее утверждение является следствием теоремы 2.34.

Теорема 2.35. Пусть VС R" - линейное многообразие, CCRn -

выпуклое множество и КПпС = 0. Тогда существует гиперплоскость
Е(а,а), собственно разделяющая V и С и содержащая V.
Доказательство. По определению V = riК, так что

предположения теоремы 2.34 выполнены. Поэтому существует вектор а Ф О такой,
что ах>a'yJVxE V, VyEC, и ах>ау хотя бы для одного х G V и

одного у€.С.
Без ограничения общности мы можем представить V в виде V -

= {дг: х = Ь + Ау, у G Rm} , где А -

матрица порядка mX n,bERn.
Полагая a= inf ax, имеем а= inf (ab+a'Ay). Для конечности а необхо-

xGV y<=Rm
димо выполнение равенства а'А=0. Отсюда следует а-аЬ и

окончательно

xGV =+a'x = a'(b+Ay) = a VyeRm => jc G E(a, a).

Теорема 2.36 (вторая теорема отделимости). Пусть С\ QRn -

непустое замкнутое выпуклое множество, С2 QRn - непустое
компактное выпуклое множество и С\ П С2

= Ф- Тогда существует
гиперплоскость Е(а, а), строго разделяющая Сх и С2.
Доказательство. Множество -С\ выпукло и замкнуто;

множество С2 выпукло и компактно. Поэтому С2 - С\ выпукло и

замкнуто. Очевидно, что 0 £ С2 - Сх.
По теореме 2.32 существует гиперплоскость Е(а, 0), 0 > 0, такая,

что

а'(х-у) = а'х-а'у>р>0 VxGC2 ЧуеСх.

Отсюда
inf ax> sup ау + $> SUP я'У-

Если выбрать а из условия

inf a'x>a> sup ay,
*ес2 yecl

то Е(а, a) и будет искомой гиперплоскостью.
Замечание. Как показывает следующий пример, в теореме 2.36

требование компактности хотя бы одного из множеств Сх, С2
является существенным.
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Множества

Q = {(*i,*2)':*2=0} ,

C2 = {(xltx2)': xl9x2eintR+t x2 >l/xl)

замкнуты и выпуклы, но не компактны. Очевидно, что не существует

гиперплоскости (прямой), которая бы строго разделяла С\ и С2. Посколь

ку оба множества удовлетворяют условиям первой теоремы отделимое

ти, найдется гиперплоскость (прямая £(д,0) = С1), разделяющая С\ и С2.
Как следствие из второй теоремы отделимости получается следующее

утверждение.

Теорема2.37. Любое замкнутое выпуклое множество CQRn есть

пересечение всех замкнутых полупространств F, содержащих С.

Доказательство. Пусть D— пересечение всех замкнутых

полупространств F таких, что FDC. Так как, очевидно, С CD, то остается

лишь показать, что CDD. Пусть x°GD\C. Положим Сг=С, С2 ={дг0}.
С помощью простых рассуждений из теоремы 2.35 заключаем, что

существует гиперплоскость Е(а,а), для которой

o0<a<fl'jc VxGCx.

Отсюда имеем

CQt\(a,a) = (хе R":ах> а) , х°$ Е+(а, а)

и, следовательно, дг° ф Д D\C = ф.
Из теоремы 2.36 вытекает также следующий результат.
Теорема 2.38. Любое замкнутое выпуклое множество CQ R" и

любая точка х$ С могут быть строго разделены некоторой гиперплоскостью

Е(а,а).
Для произвольных множеств имеет место следующее утверждение,

соответствующее теореме 2.37.

Теорема 2.39. Пусть MQRn - произвольное множество. Тогда

С(М) есть пересечение всех замкнутых полупространств F, содержащих М.

Доказательство. Для замкнутого полупространства F,

очевидно, выполняется условие

FDCWi^FDM.
В качестве следствия мы докажем одно утверждение о выпуклых

замкнутых конусах, из которого вытекает известная теорема Фаркаша

(теорема 2.43).
Теорем а 2.40. Пусть М С Rn - непустой замкнутый выпуклый

конус (т.е. М = Кс(М)Фф). Тогда М есть пересечение всех однородных
замкнутых полупространств Ь\(а, 0), содержащих М.
Доказательство. Требуется показать, что

ах>а УхеМ~а'х>0 VxGM.

Очевидно, в силу 0 Е М должно выполняться a < 0. Допустим,
существует вектор х°ЕМ, для которого а'х°<0. Тогда для \x°GM и X > 0

имеем а'х°\<0, так что скалярное произведение а'х оказывается

неограниченным снизу на М. Поскольку этого быть не может, то получается

а'х>0 \хЕМ.
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Рис. 2.13.

Обобщая ситуацию, описанную в

теореме 2.40, рассмотрим
совокупность всех однородных замкнутых

полупространств Е+ (а, 0),
содержащих произвольное множество М.

Эту совокупность мы

охарактеризуем с помощью множества Л/*
всех принадлежащих Е^(а, 0)
векторов-нормалей а:

М*={а:а'х>0 УхЕМ}.

Очевидно, что М* — выпуклый
замкнутый конус. Назовем М*

полярным конусом к множеству М

(рис. 2.13).

Пример 2.11. Для выпуклого конуса М, задаваемого условием

М = {х: х = Ау, у е R™ \А - матрица порядка п х т},
имеем

Л/+={д: а'х>0 VjcgA/} = {а:а'Ау >0 Vy eR™) ={а:а'А > 0} .

Таким образом, М+- многогранный конус.

В следующей теореме содержатся некоторые легко проверяемые

элементарные свойства полярных конусов.

Теорема 2.41. Пусть Мх и М2 - множества из R". Справедливы
соотношения:

\)МХЭМ2 =>М\ СМ+2, (2.54)

2) (Л/, иМ2У=М\ Г)М\. (2.55)

Если к М* применить еще раз операцию образования полярного
конуса, то получится множество М** = (М*У . Рассмотрим, каким образом
М

**

связано с М. Прежде всего, по определению М+, имеем

аеМ*=>{х: а'х>0) DM.

Ддлее,

М** = {х: х'а>0 VaGM*)= П {х: а'х>0) ,

т.е. М** - пересечение всех полупространств Ь\(а, 0), содержащих М.

Следовательно, для М С Rn выполняется

М+*ЭМ. (2.56)
С учетом первого утверждения теоремы 2.41 далее получаем

ЛГ=Л/~+, ЛГ+=Л/*~*,..., (2.57)

поскольку, с одной стороны, имеем

МСМ**=>М*Э(М"У=М*~9

а с другой, из (2.56) при подстановке М* вместо М вытекает

лГс(м+Г=лГ*\
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Из соотношений (2.54), (2.56) и (2.57) получаем, что соответствие

между М*+ и М является операцией взятия оболочки.

Следующая теорема описывает множества, которые характеризуются
этой операцией.

Теорема 2.42. Непустое множество Л/С.КЛ тогда и только тогда

является замкнутым выпуклым конусом, когда выполняется равенство

Доказательство. 1. М** = М означает, что М есть пересечение
всех однородных замкнутых полупространств, содержащих Л/. Тогда

очевидно, что М — замкнутый выпуклый конус.
2. Пусть М — замкнутый выпуклый конус, МФф. Тогда по теореме

2.40 М есть пересечение всех однородных замкнутых полупространств,

содержащих Л/, и, следовательно, М = М**.
Так как положительная оболочка конечного числа векторов является

замкнутым выпуклым конусом, то,как следствие предыдущего
результата, получаем следующую теорему.

Теорема 2.43 {теорема Фаркаша). Пусть В -

матрица порядка
mX n и bGRn. Тогда из двух систем:

Sx: Дх<0, b'x>09 jcGR",

S2: v'B = b\ v>0, vGRm,

лишь одна имеет решение.

Доказательство. По теореме 2.17 множество М ={wGR": и =

= B'v, v>0) — замкнутый выпуклый конус. Согласно теореме 2.42 имеем

ЬЕМ**Ь'х>0 \хеМ* = {х:Вх>0),

следовательно,

bGM<*b'x<0 VxG-M* = {x: Bx<0).

Утверждение теоремы 2.43 может быть проинтерпретировано и

геометрически. Пусть Si и S2 представлены в виде

Sx: 'Ьл:<0, /= 1 m, Ъ'х > 0,
ш

S2: S ц(*Ь)'=Ь. vf>0, /=1,...,т.
/= 1

Система Sx требует существования такого вектора х G R", который
образует со всеми векторами (lb)\ ..., (wb)1 тупой угол (> /г/2), а с & -

острый угол (< я/2). Напротив, S2 требует, чтобы вектор b был

представим в виде неотрицательной линейной комбинации векторов ('£>)'. Для
случая п = 2, m = 3 система Sx на рис. 2.14,я и система 52 на рис. 2.14,5
не имеют решения.

Из теорем 2.43 и 2.11 вытекает следующее утверждение.

Теорема 2.44 {теорема Вейля). Положительная оболочка конечного

числа векторов есть многогранный конус

Доказательство. Положительная оболочка векторов а 1, а2,...
..., ап - это множество К = {у: у = Ах, х> 0}, где А = (а 1, ...,д").

Полярный конус /С* = {и: и А > 0} является многогранным конусом {см.
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Sf не разрешима

Mf-{x:JQX*0J-t2j)

V/
X/ Mz-{x:b'x>0}
</

Рис. 2.14.

S2 неразрешима

^£<%

пример 2.11). Поэтому,согласно теореме 2.11,существует матрица В такая,
что

К*={и: u=Bv, v>0).

Далее, К** = {у: у9В > 0), ив силу теоремы Фаркаша справедливо
равенство

К = К" = {у: у'В>0).

2.1.5. Экстремальные точки и опорные гиперплоскости. Введем понятие

экстремальной точки выпуклого множества. Точка х выпуклого

множества С называется экстремальной точкой С, если не существует двух точек

х1, х2 € С таких, что

х = \хх1 + Х2х2; л:1 Фх2\ (Хь Х2)'GriP2..

Экстремальные точки характеризует следующая теорема.

Теорема 2.45. Точка х тогда и только тогда является экстремальной
точкой выпуклого множества С, когда не существует двух точек

xlf х2 € С\ удовлетворяющих соотношению

х = (х* + х2)/2, х1 Фх2. (2.58)

Доказательство. Так как необходимость условия (2.58) видна

непосредственно, мы ограничимся доказательством достаточности, которое
проведем от противного.

Допустим, что для некоторого вектора х Е С не существует

представления вида (2.58), но он может быть выражен в виде х = Х^1 + Х2дг2,
(Xi, Х2)' Е riP2. Выберем теперь е > 0 настолько малым, чтобы числа

а = Х1 + еи0=Х1-е удовлетворяли условию а, 0€ [0, 1]. Поскольку
С выпукло, то

, ,
Г а = ах1 +(1 -а)х2 ЕС,

х\х2ес=>
1 ь = рх1 +U-0)*2 ее

и, далее,

х = Х^1 + Х2*2 = Х^1 + (1 - X, )х2 = (а + Zf)/2,

что противоречит исходному предположению. Отсюда х —

экстремальная
точка С.
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Пример 2.12. Экстремальные точки сегмента [дг1, х2] - его концевые точки

jc1, х2. Экстремальные точки треугольника
- три точки, на которые он натянут.

Вообще, экстремальные точки симплекса совпадают с его вершинами.

Пример 2.13. Пусть А - матрица порядка т х п и Ь е Rm. Как известно из

теории линейного программирования (см. [84)), вектор х° е G = {xG Rn: Ax = b) тогда

и только тогда является экстремальной точкой выпуклого множества G, когда

соответствующие положительным координатам х° столбцы матрицы А линейно

независимы.

Пример 2.14. Для замкнутого шара sll j? J, lj с R2 все точки границы

^((п )» 0\^((п)' Ч являются экстремальными точками. Открытое же множество

'((!)•') не имеет Экстремальных точек.

Теорема 2.46. Пусть С - выпуклое множество и хЕ С Тогда

справедливы соотношения:

1) х - экстремальная точка С =>х - относительная граничная точка С;
2) х- экстремальная точка С<==>С\{х)выпукло.
Доказательство. 1. Без ограничения общности можно считать,

что dim С = п. Допустим, что экстремальная точка х Е С одновременно
является внутренней точкой С. Тогда существует окрестность U(x) =

= {у: \\У - х||< е} С С. Если х1 Е U(x) и х2 = -х1 + 2х, то IU2-jc|| =
= \\х1 - х\\< е, т.е. х2 Е £/(х),ив то же время х= (х1 +дс2)/2, что

противоречит выбору х Следовательно, х — граничная точка С.

2. а) Пусть множество С \ {х} не выпукло. Тогда найдутся две точки

х1, х2 Е С\ {х) такие, что отрезок [х1, х2] не лежит полностью в С\{х}.
Но поскольку [х1, х2] Е С, а С отличается от С\ {х} лишь добавлением
точки х, должно выполняться х Е [х1, х2]. Очевидно, дг1 Ф х, х2 Ф х, так

что дг не может быть экстремальной точкой С.

f б) Пусть х не является экстремальной точкой С. Тогда найдутся точки

х1, х2 Е С, х1 Ф х, х2 Ф х, такие, что хЕ [дг1, х2]. Очевидно, хх, х2 Е

Е С\ {х}, в то время как [х1, х2] не лежит полностью в С\ {х}. Поэтому
множество С \ {х} не может быть выпукло.

Нетрудно понять, что первое утверждение теоремы 2.46 не обратимо.
Как мы уже установили, открытое выпуклое множество не содержит

экстремальных точек (см. пример 2.14). Более того, имеются также

замкнутые выпуклые множества, например, замкнутое полупространство,

которые не обладают экстремальными точками. Следующая теорема дает

достаточное условие для существования экстремальной точки.

Теорема 2.47. Любое непустое компактное выпуклое множество

CCRW имеет хотя бы одну экстремальную точку.

Доказательство. В силу компактности С существует вектор
х°€ С такой, что

IU0 || > ||х|| Ух ЕС (2.59)

Предположим, что существует представление

х° =(х! +х2)/2, х1,*2 ЕС, (2.60)

и покажем, что отсюда следует х1 = х2. Тогда по теореме 2.45 х° должен
быть экстремальной точкой С.
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или

\х2 -xl

Из (2.60) вытекает*0 = л:1 + (л:2 - х!)/2и,в силу (2.59),

II*1 II^II^II^IU1 II2 +(*2 -xl)'xl + Ц*2 -xl ||2/4,

2
> -4(х2 -х1)'х1. (2.61)

Аналогично из (2.60) следует х° = х2 + (дг1 - х2)/2, и поэтому

II jc1 - х2\\2> 4(дг2 - х1)'х2. Сложение последнего неравенства с (2.61)
дает 0 > 2\\х2 - хх ||

2
и, тем самым, х1 = х2. Следовательно, х° -

экстремальная точка С.

Замечание. Как показывают простые примеры, ни замкнутость,

ни ограниченность множества С не могут быть опущены из условий

теоремы 2.47.

Теорема 2.48 (теорема Крейна - Мильмана). Любое непустое
компактное выпуклое множество С совпадает с замыканием выпуклой
оболочки своих экстремальных точек.

Доказательство. Обозначим через С множество экстремальных

точек С. Справедливы соотношения

С выпукло => С(С) С С,

С замкнуто => С(С) С С.

Таким образом, остается доказать С (С) D С, что мы и сделаем от

противного. Допустим, найдется х° £ С, х° £С(С). По теореме 2.36 существует

гиперплоскость Е(а, а) такая, что а'х > а'х0 УхЕ С(С)9 и, тем самым,

а 'х > а *х° Ух € С. Последнее же неравенство противоречиво, так как

линейная функция а'х достигает своего минимума на С хотя бы в одной

экстремальной точке С, т.е. в точке множества С. Следовательно, С= С(С).
Замечание. Условия теоремы 2.48 существенны для полученного

утверждения. Так, например, неограниченный многогранный выпуклый

"конус не совпадает с замыканием выпуклой оболочки своих

экстремальных точек.

Ряд утверждений об экстремальных точках выпуклых множеств мы

получим, определив понятие опорной гиперплоскости. Гиперплоскость
Е(а, ос) называется опорной к

непустому (не обязательно
выпуклому) множеству Л/, если

inf а х = а.

х е м

(ип>#

а

Hoi1

Рис. 2.15.

Точка х Е М П Е(а, ос)
называется опорной точкой опорной
гиперплоскости Е(а, а).

Имеет место неравенство

а
'
х > а Ух Е Л/, т.е. все точки

М лежат в полупространстве
Е

+ (я, а) = (jc: a*x> а},
которое называется опорным полу-
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пространством множества М. На рис. 2.15 наряду с вектором нормали а для

Е(а, а) отмечена также ближайшая к началу координат точка : а этой

Ikll

гиперплоскости, что поясняет геометрический смысл числа а.

Если М— компактное множество, то для любого а Е Rn, а Ф О,

существует опорная гиперплоскость к М. Для этого нужно лишь положить

а= min а'х.
х е м

Если опорная гиперплоскость Е(а, а) к множеству Мсодержит само Л/,
то мы говорим о собственной опорной гиперплоскости, в противном
случае - о несобственной опорной гиперплоскости.

Для выпуклых множеств имеет место следующее утверждение.

Теорема 2.49. Пусть CCRn - выпуклое множество. Тогда:

1) любая опорная гиперплоскость Е(а, а) к множеству С, содержащая

точку х° Е ri С, является собственной;

2) через любую относительную граничную точку х° Е С, если только Сне

состоит из одной точки, проходит по меньшей мере одна несобственная

опорная гиперплоскость к множеству С.

Доказательство. 1. Для опорной гиперплоскости Е(а, а)
выполняется а 'х >а Ух G С. Аффинную оболочку С можно представить в виде

V(Q = {x: x=x°+Ay, yERM}9

где х° G r i С. По предположению а 'х° = а, и в силу х° Е т'\С для

достаточно малого X > 0 имеем

а\х°+Ау)>а VjyGS(0,X).

Отсюда следует a fAy > 0 Vy G S(О, X), и а 'А = 0.

Так как а'(х° + Ау) =а? = а Уу G Кл,то Е(а, а) Э К (С) Э С.

2. Полагая в теореме 2.34 Ci = СиС2 = {х0}, получим доказываемое

утверждение.

Теорема 2.50. Пусть С - непустое компактное выпуклое множество.

Тогда любая опорная гиперплоскость к множеству С содержит хотя бы

одну экстремальную точку С.

Доказательство. Если Е(а, а) —

произвольная опорная
гиперплоскость к множеству С, то D — Е(а, а) ПС- непустое компактное

выпуклое множество, которое по теореме 2.47 имеет хотя бы одну

экстремальную точку х°.
Покажем теперь, что х° является также экстремальной точкой

множества С. Для этого допустим, что существует представление х° = (дг1+дг2)/2,
xl,x2 G С. По определению Е(а, а) выполняется а 'х1 > а, а'х2 > а.

В силу х° G Е(а, а) имеем a fx° = а. Поэтому из равенства

a'[i{xl +*2))4jV+iJ';c2=J'*0=a
следует а 'х1' = а Зх2 = а и, тем самым, х1, х2 Е D- Е(а, а) Г\С.

Поскольку х° - экстремальная точка Z), должно выполняться х1 — х2.

Тогда по теореме 2.44 х° — экстремальная точка С.
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2.2. Выпуклые функции

2.2.1. Определение и основные свойства выпуклых функций. Класс

выпуклых (и вогнутых) функций играет в нелинейном программировании

важную роль. Это объясняется среди прочего тем, что у выпуклой функции
каждый локальный минимум одновременно является и глобальным.

Определенная на непустом выпуклом множестве D(f) С R" функция
/ D(f) ~* R называется выпуклой на /)(/), если выполняется соотношение

^Л^г ) ~ХХ'*' + М9)<Х,/(*1) + Х2/(ж1).
(ль Л2) €г+ )

Функция/ называется вогнутой на /)(/), если -/выпукла на D(f).
Функция/ называется строго выпуклой на D(f), если

/!f*!VT-*фх21 -/(Xixl+m2)<xi/(^)+x2/(x2).
(XbX2)'GnP2 J

Функция / называется строго вогнутой на />(/), если -/ строго выпукла
на/>(/).

Вектор-функция/: />(/) -*Rm, Я(/) CRn,rjxef= СЛ, ...,/m)\ назы-

вается выпуклой, вогнутой, строго выпуклой или строго вогнутой, если

каждая из функций-координат fx, ..., fm обладает соответствующими
свойствами.

Следующие ниже утверждения содержат простые примеры выпуклых и

строго выпуклых функций. При этом в силу тесной связи между
выпуклыми и вогнутыми функциями мы ограничимся в большинстве случаев

выпуклыми функциями.

Теорема 2.51. Функция /: R" -»R тогда и только тогда является

аффинной, когда она одновременно выпукла и вогнута.

Доказательство. 1. То, что каждая аффинная функция /: R" -> R

вида f(x) = а 'х + b(a Е R", 4GR) является как выпуклой, так и

вогнутой, ясно непосредственно.
2. Пусть теперь / и выпукла, и вогнута. Тогда для произвольного

фиксированного вектора (\\, Х2)' € Р2 имеем

/(Х^1 + X2x2) = X1/(x1) + X2/(;t2) Vxl,x2eR".

Следовательно, для функции g(x) = f(x) - /(0) и произвольного

(X1, Х2)' € Р2 выполняется равенство

gi\lXl +Х2х2) = Х1£(х1) + Х2£(;с2) Vxl,x2eRn.

Кроме того, очевидно,g(0) = 0.

Пусть xGR" - произвольный вектор. Тогда для д G [0,1] получим

g(ptx) = g((l - /i)0 + цх) = (1 - /u)*(0) + ng(x) = ng(x).

Для ц > 1 будем иметь
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Для д < 0 с учетом равенств

о=*(о)=*/4(-*)Ч*)Ч*(-*)+1*<*>
получим соотношение

g( ддг) =*((-д)(-х)) = -Hg(-x) = ng(x).

Таким образом, для произвольного хЕ Rn и всех д € R выполняется

равенство g(fvc) = vg(x). Поэтому

g(x + Д0 = *(^ 2x + -i
2^j= ^(2дг) + -i*(2j) = *(*) + *(>>),

т.е. #: R" ->R - линейная функция и представима в виде g(x) = а 'дг для

некоторого а Е R". Отсюда f(x) = a'x+b> где Ь:= /(0).

Пример 2.15. Функция/(д) =м2, ме R» строго выпукла, потому что для

м, ,д2 е R, д, # д2,и \е(0,1) выполняется

/((1 - \)цх +\M2)=/0i| +ММ, -М,)) = м; + 2\м1(ца -M,) +

+ \2<м2 -Ml)2 <м? + 2\м,(м2 -М|) + Мм, -м,)2 =(1 -х)/(м,)*х/(м2).

Теорема 2.52. Ядчть £>(/) CR" -

выпуклое множество. Если

функции /i, ..., /m выпуклы на D(f) и ах, ..., am E R+, го функция f =

m

= 2 а/// также выпукла на D(/).
i= 1

Доказательство. Пусть дг1, х2 ED(f) и (Х1эХ2)' £^2. Тогда

2 а/Л(Х1х2+Х2х2)<Х1 2 а,/,(х!) + Х2 2 а,/,(х2),
i = i i=i / = 1

т.е.

/(Х1х1+Х2х2)<Х1/(х1) + Х2/(х2).

Сумма строго выпуклой и выпуклой функций является строго

выпуклой функцией. Например, /(д) = ад2 + 0д + у при а> 0 строго выпукла,

а при а = 0 выпукла.

Теорема 2.53. Пусть D(f) CR" - выпуклое множество. Функция f
тогда и только тогда выпукла на />(/), когда для произвольных

фиксированных х,уЕ D(f) функция </>(Х) =/(Хх+ (1 - \)у) выпукла на

сегменте [0,1].
Доказательство. 1. Пусть \р (X) выпукла на [0, 1 ]. Для

произвольных фиксированных дс, у Е D(f) и любых (Xi, Х2)' € Р2 имеем

/(Xi* + X2;0 = *>(Xi l+X2 -0)<Xi^(l) + X2^(0) = Xi/(jf)+X2/(^).

2. Обратно, пусть/ выпукла на D(f). Для произвольных фиксированных
х,у Е D(f) и Xi, Х2 Е [0, 1], а также для любых (jilt ц2У € Р?
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выполняется

*(Ц\Ь\ +M2X2)=/((MiXi + M2X2)x + (l -Mi^! -М2Х2)дО =

= -T(|ii(X1jc + (1 - Х1Ы + /u2(X2x + (1 - Х2Ы) <

<М1/(Х1дс + (1-Х1)>') + М2/(Х2дг + (1-Х2)^) = /и1^(Х1) + М2^(Х2).

В следующем утверждении речь идет о свойствах выпуклости
квадратичной формы.
Теорема 2.54. Пусть А - симметрическая матрица порядка пХпи

Q - квадратичная форма Q(x) = xfAx, xG Rn. Тогда:

1) из положительной полуопределенности Q(x) следует выпуклость

<2«;
2) из положительной определенности Q(x) следует строгая выпуклость

Q(x).
Доказательство. 1. Пусть Q(x) положительно полуопределена.

Тогда для произвольных х, у € R" и X G [0, 1 ] имеем

Q(Xx + (1-X)jO =

= х'Ау + 2(\-\)(у-хУАх + (\-\)2(у-х)'А(у-х).
В силу неравенства (у - х)'А(у - х) > О Ух,у G R" выполняется

соотношение

С(Хх + (1 - \)у)<х'Ах + 2(1 - \)(у - х)'Ах + (1 - Х)0>-х)'Л(.у-х)=
=х'Ах+(1-\)(у-хУАх+(\-\)(у-хУАу = Х<2(х) + (1 - \)Q(y).

2. Второе утверждение доказывается аналогично первому.
Замечание. Соответствующие утверждения могут быть

сформулированы для отрицательно полуопределенных и отрицательно определенных

квадратичных форм.
Теорема 2.55. Пусть D(f) С R" - выпуклое множество и

f: D(f) -> Rm - выпуклая вектор-функция. Тогда для любого a G Rm

множества уровня Л£ = { х G £>(/): /(*) < а ) С/>(/) «iVe ={xG Z>(/):
/(*) <д} CD(f) выпуклы.

Доказательство. Ограничимся случаем строгого неравенства.

Пусть задан произвольный фиксированный вектор a G Rm. Для
произвольных точек х1, х2 GNa и произвольного вектора (Х2, Х2)' G Р2 имеем

ЛМ1 +Х2х2)<Х1/(^1) + Х2/(х2)<а;
таким образом, множество Л^° выпукло.
Замечание. Утверждение, обратное к теореме 2.55, не имеет места.

Это показывает следующий пример:

/(x) = tgx; D(/) = (-*/2,*/2)CR

(сравните со свойствами непрерывных квазивыпуклых функций из

теоремы 2.93).
Для того чтобы при рассмотрении выпуклых функций можно было

использовать свойства выпуклых множеств, мы введем для произвольной
функции /: D(f) ->R следующие множества:
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надграфик (или эпиграф) /:

epi/ «{MeR"+,: /(*)<£. xezH/)j,
подграфик (или гипограф) f

**
:

hypo/={^€Rn+1: f{x)>%, x€£>(/)}•
Соответствующие множества можно определить и для векторных

функций /:/)(/)-* Rm.
На рис. 2.16,0 изображен надграфик выпуклой функции Д : D{fx) -+R,

на рис. 2.16,5 - подграфик вогнутой функции /2: D(f2) -* R. Видно, что

epi/i и hypo/2 являются выпуклыми множествами в R2. Справедливо и

обратное утверждение.
Теорема 2.56. Функция /: D(f) -+R тогда и только тогда выпуклая,

когда epi /- выпуклое множество.

Доказательство. 1. Пусть / выпукла. Для произвольных

(х1Лх)\ (*2,$2)' €ер1/и (XifX2)#€P+a имеем

/(М1 +Х2х2)<Х1/(х1) + Х2/(х2)<Х1?1 + Х2*2.

Е epi /, т.е. epi / — выпуклое
(\хх1 + Х2х2>

Отсюда следует, что
j 2

множество.
^Xl* + Х^ j

2. Пусть epi / —

выпуклое множество. Допустим, что / не выпукла.

Тогда существуют точки xl,x2 £ D(f),xl Ф х2, и (X*, XJ)' € Р2 такие,

что

f(\W + х*2х2) > х^я*1) + х27(*2). (2.62)

*'
Другие названия: верхний, соответственно нижний полуцилиндры функции /.

Рис. 2.16.

61



/ X1 \ ( X2 \
С одной стороны, всегда ( ,1.1 I € epi /, а с другой, в силу

(2.62), имеем
V/<* >' V'(* >'

lx№) + x№))^epi/'
т.е. множество epi / не выпукло, что противоречит исходному

предположению.

Некоторые топологические свойства надграфика функции мы

рассмотрим в 2.2.6.

Из теорем 2.56 и 2.1 тотчас вытекает следующее утверждение.

Теорема 2.57. Функция /: D(f) -+Rвыпукла на D(f) тогда и

только тогда, когда для любого натурального числа m выполняются

соотношения

х1 xMeD(f)

(Xi,...,*m) e/*+ j \t= \ I /= i

Установленную выше связь между /и epi /мы используем для

доказательства следующей теоремы.
Теорема 2.58. Пусть (/,), е z , /,: D(f) -* R V/ € Z, - npowj-

вольное семейство выпуклых функций. Тогда функция /: £>(/) -* R видд

/(*) = sup f{(x) выпукла на D(f).
/е z

Доказательство. Для произвольного / Е Z /, — выпуклая функ-.

ция, a epi /J - выпуклое множество. Поэтому в силу теоремы 2.3

множество epi / = П epi f{ выпукло и, следовательно, функция / тоже

/ е z

выпукла.

О выпуклости сложной функции можно высказать следующее
утверждение.

Теорема 2.59. Пусть /: D(f) -> R выпукла на D(f) С Rnr
g: D(g) -> R монотонно возрастает и выпукла на D(g) CRu f(D(f)) С

CD(g). Тогда функция F: D(f) -> R вида F(x) = g(f(x)) выпукла на

D(f).
Доказательство. Для произвольных xl,x2 G D(f) и

(Xi, Х2)' ^Pl в силу выпуклости / и монотонности g имеем

*(/( М1 + Х2х2)) <g(*if(xl) + Х2/(х2)),
и так как g вьшукла, то

*(/(М' + Х2х2)) < Х^СЛдг1)) + Х2*(/(х2)). (2.64)

Получим следствие теоремы 2.59.

Теорема 2.60. Пусть D(f) CRW - выпуклое множество. Если

функция f выпукла на D(f) и f(x) > 0 для всех х G D(f), то и функция fa
при а > 1 выпукла на D(f).
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Легко усматривается также справедливость следующего утверждения.

Теорема 2.61. Пусть g: D(g) -* R, D(g) CRm, - выпуклая

функция и A: Rw -> Rm - линейное преобразование, для которого D(f) =

= {х: Ах G D(g)) Фф. Тогда функция /: R* -> R вида f(x) = g(Ax)
выпукла на D(f).

2.2.2. О минимуме выпуклых функций. Для выпуклых функций имеет

место следующая основная теорема.

Теорема 2.62. Пусть /: D(f) ->R выпукла на D(f) CR*. Тогда

любая точка локального минимума функции f на D(f) есть в то же время и

точка глобального минимума fnaD{f).
Доказательство. Проведем доказательство от противного.

Допустим, что / достигает локального минимума в точке х1, а глобального

в х°9 и при этом f(xl) > f(x°). Тогда для произвольного вектора

(Xi,X2)# ^ ri^2 имеем

/(М° + \2х1) < \J(x°) + \2f(xl) < ХгПх1) + \2f(xl) =/(**).

Если Xj -* + 0, то \хх° + \2х1 -+х1. Поэтому в любой окрестности х1

найдутся точки х £ />(/), для которых f(x) < f(xx). Но это противоречит

предположению, согласно которому / достигает в х1 локального

минимума.

Из теоремы 2.62 получаем следующее утверждение.

Теорема 2.63. Пусть функция /: D(f) -> R выпукла на D(f) CRW.
Тогда множество D0 всех точек, в которых f достигает на D(f) локального

(а тем самым, и глобального) минимума, выпукло.

Существование глобального минимума выпуклой функции /
обсуждается в следующей теореме.
Теорема 2.64. Пусть множество D(f^ С R* компактно и функция

/: D{f) -> R непрерывна и строго выпукла на D(f). Тогда f достигает на

D(f) (глобального) минимума в единственной точке х°.

Доказательство. Так как D(f) компактно, а / непрерывна, то /
достигает минимума на D(f). Допустим, что / достигает этого минимума

в точках х°, х1 £ D(f) и х° Ф х1. Тогда для произвольного вектора

(Хь Х2)' G riP* имеем

/( X,*0 + \2х1) < \J(x°) + \2f(xl) = Х,/(х°) + \2f(x°) =f(x°).
Это противоречит предположению о том, что / достигает минимума в х°.

Формулировка теоремы 2.64 приводит к мысли о том, что выпуклая

функция не обязательно непрерывна. Мы исследуем этот вопрос более

подробно в следующем пункте.
2.2.3. Непрерывность выпуклых функций. Как показывают простые

примеры, не каждая выпуклая на D(f) CR" функция является в то же

время непрерывной на D(f).

Пример 2.16. Функция

.

ч /О, если 0 <х< 1,

\ 1, если .v= 1,

выпукла на [0, 1 ], но не непрерывна.
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Однако справедливо следующее утверждение.
Теорема 2.65. Пусть D(f) CR" - выпуклое множество и int D(f) Ф

Фф.Если /- выпуклая на D(f) функция, то она непрерывна на int D(f).
Доказательство. Пусть произвольно выбраны точка х° € \ntD(f)

и число е > 0. Рассмотрим окрестность S (х°, р) CD(f) точки х°. Обозначим

через е1,. .: уеп единичные базисные векторы пространства R". Если 5 €
£ [0, р), то, принимая во внимание разложение х° +6^ = (1 -5/р) х° +

+ (5/р) (х° + ре* ), в силу выпуклости/получим для/ = 1,..., п

f(x° +8«>)<(l -- W°) + - f(x° + ре'),
\ Р / РР

откуда вытекает

Ддс° +8е>)-/(х°)<- [/(дг° + ре>)-Л*°)Ь (2.65)
Р

Аналогично для/ = 1,..., л выполняется неравенство

/(дг°-6е>)-/(дс°)<- [/(*о-Р*0-/(*о)Ь (2.66)
Р

Из (2.65) и (2.66) следует существование числа 5! Е (0, р) такого, что для

/
= 11,..., п имеем

f(x° +bej)-f(x°)<e V6, 16 \<ЪХ. (2.67)

Для произвольного вектора Л = (Л i,..., hn) '6R"b силу теоремы 2.57

получим

f(x0+h)-f(x0)=f(x°+- I лЛ/И-/(х0) =

= /( £ - [x0+nhfe>])-f0
" 1

*°)< 2 - f(x° +nh.e>)-

n /=i

Положим 60 =bxjn> 0. Для IIЛ IK 60 имеем I nhj\ <bvJ = 1,..., n.

Отсюда следует

f(x° +h)-f(x°) <e V/i€R", \\h l<60. (2.67)

Далее, справедливо соотношение

\ 2 2 /2 2

и поэтому f(x°) -f(x° + Л)</(х° -h) -f(x°). Согласно (2.67) для
IIЛ IK 60 получим

f(x°) - f(x° + И) <f(x° - h)-f(x°) < е. (2.68)

Из (2.67) и (2.68) следует

|/(*° +/1)-/(дг°)|<€ V/i€R", IIЛ 1<80.

Т^ким образом,/ непрерывна в jc°.
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Простым следствием теоремы 2.65 является утверждение о том, что

любая выпуклая функция/: R" -+R непрерывна.
С помощью дополнительных рассуждений (см. замечание к теореме 222)

удается получить следующее обобщение теоремы 2.65.

Теорема 2.66. Пусть D(f) CR" - выпуклое множество. Если

функция f выпукла на D(f), то она непрерывна на множестве ri D(f).
Теперь мы введем понятие полунепрерывной функции. Функция /:

D(f) ->R,Z>(/) CR", называется полунепрерывной снизу в точке х° Е D(f)9
если для любого е > 0 существует 5 = 5 (б; х°) такое, что

/(х°)-€</(*) VxeD(f)nS(x°98). (2.69)
Это условие эквивалентно тому, что

Дх°)< Цш fix)' lim inf f(x). (2.70)
x->x° 6-+ + 0 xSS(x° t6)DD(f)
xGD(f)

По определению нижнего предела для любого дг° Е D (/) выполняется

неравенство

f(x°)> Щп f(x),
х-+х

xGD(f)

так что (2.70) может быть записано и в виде

Дх°)= Urn /(*). (2.71)
х-*дсд

xGD(f)

Функция / называется полунепрерывной снизу на множестве />(/), если

условие (2.70) (или (2.71)) выполняется для любой точки х° Е D(f).
Функция /: D(f) ->R,b(/) £R", называется полунепрерывной сверху

в точке эР € D(f) (соответственно на множестве D(f))9 если

—/полунепрерывна снизу в дг° (соответственно на D(f) ).
Если функция / в точке х° GD(f) полунепрерывна сверху и снизу, то

она непрерывна в х°, потому что тогда

ton fix)' ИЙ fix) = fix0).
JC-*X ДС-+Х

x&D(f) xGD(f)

Приведенная в примере 2.16 функция не является полунепрерывной
снизу в точке х° = 1, но полунепрерывна сверху в этой точке.

Тот факт, что полунепрерывная снизу выпуклая функция не обязательно

непрерывна, показывает следующий пример.

Пример 2.17. Для функции/: D{f) -+R,D(f) £Ка,вида

Ах) =

Х1 +Х2
—~—=•

, если дг. > 0,
2хх

0 , если JCj =0, х7 =0,

на рис. 2.17 изображено несколько линий уровня. С одной стороны, имеем

Urn /(х) = 0=/(0),
х-+0

*€=£>(/)
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с другой, для Xj = jc| > 0 выполняется

х\ +х\
lim
*а-° 2х\

Отсюда

2
*

lim /(*)> Jim /(*),

и, таким образом, заданная функция не

является непрерывной в х° = 0. В
действительности в любой окрестности начала

координат она может принимать сколь

угодно большие значения.

Полунепрерывность функции /
снизу имеет важное значение при
исследовании замкнутости множества

epi / в 2.2.6.

2.2.4. Дифференцнруемость выпуклых функций. Вначале исследуем
свойства разностных отношений для выпуклых функций.

Теорема 2.67. Пусть /: D{f) ->R, D(f) CR", -

выпуклая функция,
х° eD(f),x° -vheD(f), x°+pheD(f) для некоторых v>0, p>0.
Тогда

f(x°)-f(x0-vh) f(x°)-f(x°-fih)
^

/(x°+XA)-/(jc°)

Рис. 2.17.

f(x° +ph)-f(x°)<£v j
V|i€(0,p]f VX6(0,p]. (2.72)

Доказательство. Неравенства (2.72) получаются
преобразованием соотношений

f(x° - (ih) < — /(*») + - f(x° - vh),
V V

f(x°)< f{x° -iih) + ~r^— Дх°+ХЛ),
X + /U X + ju

f(x° + ХЛ) < f(x°) + — f(x° + ph).
P 9

Из теоремы 2.67 видно, что разностное отношение для выпуклых

функций в точке х° в направлении h является монотонно возрастающей
функцией от X. Кроме того, в точке дг° всегда существует в виде собственного

или несобственного предела (односторонняя) производная функции / по

направлению h :

/+(дг°;Л)= hm .

\- + о X

Будем считать, что /
+

(дс°; 0) = 0.
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При выполнении условий теоремы 2.67 справедливо соотношение

f(x°)-f(x°-vh) А Л ^ л f(x° +рЛ)-/(х°)М ;

<-/>0;-Л)</+(*°;Л)<—
М ;

v р
Г2 73^

Это утверждение может быть усилено следующим образом.
' ;

Теорема 2.68. Пусть /: D(f) -*R, D(f) CR", - выпуклая функция,
х° € ri D(f), х° +Л € К(/)(/)). 7Ьгдв существует конечная производная
f+(x°;h).
Доказательство. В силу дг° + h G F(Z> (/)) существует отрезок

прямой {у: у = дг° + ХЛ, XG R }, полностью лежащий в £>(/) и

содержащий х° в качестве относительно внутренней точки. Тогда найдутся числа

v > О и р> 0 такие, что

х° -nheD(f)y x° +\heD(f) V/i€(0,i>] VXG(0,p].

Отсюда и из (2.73) вытекает требуемое утверждение.
В частности, определенная на открытом множестве D(f) QRn выпуклая

функция /: D{f) ->Rb каждой точке D(f) имеет конечную производную
по любому направлению.

Справедливо и обратное утверждение.
Теорема. 2.69. Пусть D(f) С R", int D(f) Ффи f:D(f) -»R -

выпуклая функция. Производная /
+ (х°;Л) тогда и только тогда конечна по

любому направлению h £ R", когда х° G int D(f).
Производная /+(х°; h) является положительно однородной функцией

(степени 1) переменной Л, потому что для а > О выполняются равенства

/+(*°;аА) = hm =

л-+о X

/ f(x°+\ah)-f(x°) \
= hm а( — 1 = а/ (дг; Л). (2.74)
\-+о \ аХ /

Более того, имеет место следующее утверждение.

Теорема 2.70. Пусть /: D(f) -*R,Z)(/) CR" — выпуклая функция,
х°Е r\D(f),x° +Л GF(/)(/)),x0+K V(D(f)). Тогда

r(x°;h+k)<f+(x0-h)+r(x°;kl
т.е. производная по направлению субаддитивна относительно направления.

Доказательство. Для достаточно малого X > 0 имеем

f(x° +\(h+k))=fl — (x° +2ХЛ) + — (*° +2X*)J<

< - f(x° + 2ХЛ) + — f(x° + 2Х*),

поэтому

f(x° + \(h+k))-ftx°) l f(x° +2\h)-f(x°)
— ^ — +

X 2 X

1 f(x° +2\k)-f(x°)
+ —

,

2 X
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откуда

Г(х°;Н+к)<- /
+

(х°;2Л) + у/+(;с0;2*)
=

=/4*°;A)+/ +
(jc0;*).

В силу (2.74) из теоремы 2.70 следует, что для любой выпуклой
функции /: D(f) -+R,D(f) CR", производная по направлению /+(дг°;Л) в

любой фиксированной точке х° € nD(f) является выпуклой функцией от h

на подпространстве L = V(D(f)) -*°.
Обратимся теперь к дифференцируемым выпуклым функциям.Известно,

что не всякая функция /: D(f) -*R, имеющая в точке дг° €D(f) частные

производные по всем переменным, дифференцируема в х°. Однако для

выпуклых функций такое утверждение справедливо, что показывает

следующая теорема.

Теорема 2.71. Пусть /: D{f) -* R, D(f) CR", - выпуклая функция.
Если f имеет в точке х° Е D(f) частные производные по всём переменным,

то она дифференцируема в х°.
Доказательство. Рассмотрим точки Л = (Ai,..., А„)' G Rw, для

которых х° + A € D{f), и положим

g(h) =Д*° + А)-/(*°)- 2 -^-^ А,-.
/=! bXj

Требуется показать, что

Hm ^ =0. (2.75)
/1-»о ИЛ II

Очевидно, что функция g выпуклая на множестве {А: дг° + A Е D(f)} и

g (0) = 0. Из соотношений

0=*(0)=*(~ Л + -~(-Л))<^ g(h)+^ g(-h)

следует, что

g(h)>-g(-h). (2.76)
Положим теперь

g(nh:e')
в/(/|)= / , /-1.....Л (2.77)

nhj
Имеем

Г(х0+пН,е>)-Г(х0) Э/(х°)
е,(А) =

иАу Эх/
и, в силу выпуклости g (А),

/ 1 п \ 1 п .я

*(А)=*(- 2 лЛуе>)<- Xg(nhje>)= 2 Л/е/ (А).
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Отсюда следует

g(h)<\ 2 \е,(И)\2)Ч2\\Н II V/jGR" (2.78)

и, с учетом (2.76),

*(*)>-*(-*)>-( 2 кД-Л)!2)1/2 ИЛИ. (2.79)

Так как функция / в точке х° имеет частные производные по всем

переменным, то lim е; (Л) = 0,/ = 1,..., п. Поэтому из (2.78) и (2.79) вы-

| текает (2.75).
Для приложений выпуклых функций оказывается важным следующее

утверждение.

Теорема 2.72. Пусть D(f) CR" - открытое выпуклое множество
1

и функция /: D(f) ->R дифференцируема на D(f). Функция f тогда и

только тогда выпукла на D(f)t когда для любых х1 ,х2 € D(f) , дг1 Фх2,
выполняется одно из условий:

О f(x2)-f(xl)>(*2 -xl)'Vf(x')9 (2.80)
2) (x2-xl)'[Vf(x2)-Vf(x1)] >0. (2.81)

Доказательство. 1. Условие (2.80) необходимо для выпуклости /
на D(f). Действительно, так как/ дифференцируема, то

h'Vf(xl)=r(xl\h) =-/V;-/i).

Из теоремы 2.67 тогда следует выполнение соотношения

f(xl +ph)-f(xl) .

t ,

Р

для любого р> 0 такого, что дг1 +рЛ ££>(/). Отсюда

f(xl + ph)>f(xl)+ph'Vf(xl).
Полагая х2 = дг1 + ph, получим (2.80).
2. Условие (2.80) достаточно для выпуклости / на D(f). В самом деле,

построив для произвольного вектора (ХьХгУ^^* точку дг3 = Xixl +

+ Х2дг2, получим

/Cv1)-/(x3)>(x1 -x3)'V/(*3), f(x2)~f(x3)>(x2 -x3)'Vf(x3),
и поэтому

Xi/(*!) + Х2/(х2)>/(*3) + [X1(x1-x3) + X2(x2-x3)J'V/(x3) =

= /(х3) +[Х1х1 +X2x2-x3]V/(x3)=/(x3)=/(X1Jc1 +X2x2)

Vx\x2GD(f).
3. Утверждение теоремы, относящееся к условию (2.81), доказывается

так же легко.

Неравенство (2.80) наглядно отражает тот факт, что надграфик
дифференцируемой выпуклой функции / лежит всегда "выше" касательной

гиперплоскости к графику/в произвольной точке.
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Утверждения, аналогичные теореме 2.72, имеют место и для строго

выпуклых функций.
Теорема 2.73. Пусть D(f) CR" - открытое выпуклое множество и

функция /: D(f) -> R дифференцируема на D{f). Функция f тогда и только

тогда строго выпукла на D(f), когда для любых дг1, дг2 Е D(f), дг1 Ф дг2,
выполняется одно из условий :

1) f{x2)-f(xl)>(x2 -xl)'Vf(xl); (2.82)
2) (jc2 —jc1 )' [V/(x2)—V/(jc§ )] > 0. (2.83)

Для дважды непрерывно дифференцируемой функции/: D(f) -*R,
определенной на открытом множестве D(f) CR", гессиан

*■*>-[ ffl (2.84,

является симметрической матрицей, и для любого фиксированного х° G
€ /Э(/) имеет место разложение

f(x) =f(x°) + (x - x°yv/(x°) + - (дг - x0)W(*°)(* - л:0) +

+ йх-х° II2 ^(дг°,дг) VxeD(f). (2.85)

где0(х°,дг) -*0 придг-*дг°.
Если вместе с точками х1, х2 в D(f) полностью лежит сегмент [дг1, дг2 ],

то по теореме Тейлора для некоторого X € (0,1) имеем

Д*2) =/(*') +(*2 - xl)'V fi*1) +-(x2-xl)'V2f(xl + \[x2-xl])(x2-xl).
2

(2.86)
Дважды непрерывно дифференцируемые выпуклые функции

характеризуются тем, что их матрица Гессе положительно полуопределена.

Теорема 2.74. Пусть D(f) CR" - открытое выпуклое множество и

функция/: D(f) -* R дважды непрерывно дифференцируема naD(f). Тогда
справедливо утверждение.

f выпукла на D{f)*=* матрица V2f(x) положительно полуопределена

для всех х е D(/). (2.87)

Доказательство. 1. Пусть матрица V2f(x) положительно

полуопределена. Тогда в силу (2.86) для произвольных х1, дг2 G D(f) и

некоторого X G [0,1] имеем

f(x2)-f(xl)-(x2-xl),Vf(x1) =

= - С*2 -xl)'V2f(xl + Х[х2 -xl))(x2-xl)>0.

По теореме 2.72 функция/ выпукла на D(f).
2. Пусть / выпукла на D(f) и пусть заданы произвольные точки дг1 £

G D(f) и h G Rw. Так как множество D(f) открыто, то найдется число 0О >

>0 такое, что дг1 + 0Л G£>(/) V0E [О,0о]. Поэтому, заменив в (2.80)
х2 на дг1 + 0Л

, будем иметь

/(jc1 +6h)-f(xl)-eh'Vf(xl) >0 V0G[O,0O].
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Учитывая (2.86), получим

h'V2f{xl +\6h)h>0 V0e[O,0o],

где XG (0, 1). Отсюда и из условий теоремы при 0-*+О вытекает

h'V2f(xl)h>0. Так как Xх G D(f) и h Е Rn были выбраны
произвольно, то матрица V2/(x) положительно полуопределена для любого

хе D(f).
Если в условиях теоремы 2.74 матрица Гессе функции / положительно

определена для любого xED(f), то / строго выпукла на D(f). Обратное
же утверждение мест.а не имеет.

П р и м ер 2.18. Функция

/(х) = х\ *e/)(/) = R,

строго выпукла, но VV(0) = 0.

Пример 2.19. С помощью теоремы 2.74 легко проверяется выпуклость
следующих функций/: D(f) -+R,D(f) CR":

а) /<*)=*", Z>WeR+, ee[l,«);
б) f{x) = -

х"t *D(/) = R+, <*е[0, 1];

в)/(*) = <?**, />(0 = R, <*eR;

г)/(х)=дЛ D(0 = intR+, ag (-00,0];

д)/(*)=-Inx, Z)(/) = intR+.

Вернемся еще раз к вопросу о минимуме выпуклых функций (см.
п. 2.2.2).

Если множество D(f) открыто, то, как известно, условие V/(x°) =0,
х° е D(f), вообще говоря, лишь необходимо для существования
локального экстремума функции / на D{f). В случае же выпуклых функций
справедливо следующее утверждение.

Теорема 2.75. Пусть D{f) CRW - открытое выпуклое множество

и /: D(f)-*R - выпуклая дифференцируемая на D{f) функция. Если
х° €D(f) и Vf(x°) =0, то f достигает в точке х° глобального минимума
HaD{f).
Доказательство. По теореме 2.72 имеем

f(x) -f(x°)>(x - x°)'Vf(x°)=0 VxEDQ).

2.2.5. Субдифференциал выпуклых функций. Этот раздел содержит

утверждения о гиперплоскостях, опорных к множеству epi / для
выпуклых (не обязательно дифференцируемых) функций.

Множество

j€Rw; a,|3GR, представляет собой гиперплоскость в пространстве Rw+ !.
Если /3 = 0, то гиперплоскость называется вертикальной, в противном
случае - невертикальной.
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Без ограничения общности любая невертикалъная гиперплоскость

пространства R"
+ !

может быть представлена*) в виде

#(д,а) = {( jeRw+1: *'х-£ = а). (2.88)

/ °\
Она пересекает ось £ в точке I I. Направление оси £ при этом называется

(по аналогии со случаем п = 1) вертикальным направлением, а сама ось

£ - вертикальной осью.

Гиперплоскость #(а, а) определяет полупространства

я+(*,аН(*)(ЕК',+1: а'х-*>а\
Ц х\ ) (2-89>

#_(*,<*) = (( )еКя+1: *'*-$<а|.
Гиперплоскость Н(а, а) тогда и только тогда является невертикальной

опорной гиперплоскостью к множеству epi/в опорной точке (х°,/(х0))',
когда

H(a,a) = UX\eRn+l: а'х - £ = а'х° - f(x°)\
и, одновременно,

#_(<*, a)Depi/,

т.е. а'х-$<а'х° -f(x°) для всех[ )таких, что £>/(*), x G D(f). В

частности, \ £/

а'х-/(;с)<*';с0-/(;с0) VxGD(f).

Таким образом, множество невертикальных опорных гиперплоскостей
к epi /в опорной точке (дг°, /(х0))' характеризуется множеством

W) = {tf€R#l: /(х)>/(х°) + д'(х-х°) ¥*€/>(/)}. (2.90)

Назовем множество ЭДх°) субдифференциалом функции / в точке х°,
а элементы 3/(дг°) - субградиентами/ в точкех° (рис. 2.18).
Теорема 2.76. Пусть /: D(f) -► R, />(/) С R", - произвольная

функция, х° €D(f) и д/(х°)Фф. Тогда множество Ъ/(х°) выпукло и замкнуто.
Доказательство. 1. Пустъу\у2 еЭДх0). Тогда

№>f(x°) + yl\x-x°) VxeD(f),

f(x)>f(x°)+y2\x-x°) VxeD(f).

*) Сравните с определением гиперплоскости Е{а, а) с R", введенным в примере 2.1.

Следуя принятому ранее способу обозначения, мы должны были бы для

гиперплоскости (2.88) написать £11 La]. Однако простоты ради мы будем применять для

невертикальных гиперплоскостей пространства R" запись Н (а, а).
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Поэтому для произвольного вектора (ХьХг)'^* имеем

№>f(x0) + (\lyl + \2y2)'(x-x0) VxeD(f).

2) Пусть {/} С bf(x°)n у(->у°.Вату

Ах)>/(х°) + у'Хх-х°) VxeD(f), /=1,2,...,

имеем также

f(x)>f(x°)+y°'(x-x0) VxeDtf),

и отсюда у0 G Э/(дг°).
Следующая теорема посвящена вопросу существования субградиентов

в точке дс° G D(f) и тем самым - вопросу существования невертикальных

опорных гиперплоскостей в точке (х°,/(*0))'-
Теорема2.77. Пусть f: D(f)-»R,D(f)CRn, - выпуклая на D(f)

функция. В каждой точке х° G ri D(f) существует субградиент, т.е.

Доказательство. Применим к множеству С = epi / - I I

теорему 2.33.
V/(* )7

В случаев0 $ riD(f) множество Э/(дг°) может быть пусто.

Пример 2.20. Очевидно, что для выпуклой функции /(*) = - \fxt x e R+,
выполняется д/(0) - ф.

Следующая теорема указывает некоторые условия, эквивалентные

существованию субградиентов.Эти эквивалентности имеют важное значение,

в частности, при исследовании устойчивости задач нелинейного

программирования (см. 5.4 и 5.9).
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Теорема 2.78. Пусть f: D(f) -* R, D(f) С Rn, - выпуклая функция и

х° ED(f). Следующие утверждения эквивалентны:

2) существует число М< О такое, что

f(x)-f(x°)
-У \^>М V*€D(/), хФх°;

II JC - Х° II

3) существует число М< О такое, что

f+(x°;h)>M VheK(D(f)-x°), 1*1=1,
где

K(D(f)-x°)= {h: 3X>0, x° + X/iGZ)(/)} ;

4) существует число М < О такое, что

f+(x°;h)>M VheK(D(f)-x°), 0<\\h I<1.

Доказательство. 1)=>2).Имеем

^еэ/(дг°) *л*)>Л*°)+/<*-*°) VxeD(f),

*>f(x)-f(x°)>- l^llx-jr°l VxGD(f)9
и, тем самым,

Я*)-/(*°) .

м v вП,Л
. о

где Л/= min {- 1,- II.у II}.
2) =*3). Длядс=дс° + ХА €£(/), где Х>0 и №11=1, получим из 2)

А*о+Х/0-/(*°)
^ Л/.

X

В силу (2.72) отсюда следует существование /+(дг°; h) и выполнение

неравенства

f+(x°\h)>M VheK(D(f)-x°)9 \\h 11=1.

3) =* 4). Для любого h G K(D(f) - jc°), 0 < II h II < 1, существуют, очевид-

но,число д>0 и вектор kGK(D(f) -х°), \\к II = 1, такие, что h = д£. Тогда
согласно (2.74) имеем

Г(*°; А) = / +(*°; цк) = м/+(х°; к) >М

VkeK(D(f)-x°\ 0<1А 1<1.

4) =* 2). Это утверждение получается непосредственно из теоремы 2.67.

2) =>1). Множества

C!=epi/, C2=l(X)eRn+l: £ <f(x°) +M \\х - *°|].{(;).«...,
вьгауклы. Кроме того, С2 открыто и С\ П С2 =0. Следовательно, с учетом
замечания в конце теоремы 2.34 существует гиперплоскость

*-((*)eR" + 1: /* + ч*-«},
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строго разделяющая Сх и С2 :

у'х + ч*<а V(*,*)'ecb

y'x + rii>a У(х,$)'ес2.

Из условия (дг°,/(х°))'е d имеем .у'*0 +rj/(;c0)<a; в силу (х°, р +

+f(x° ))'ec2 Vp< 0, получим у 'х° + r\f{x° ) > а - т?р Vp<0. Отсюда
следует г\ < О, а также >>';с0 + rjf(x°)> а и, тем самым, >> х° + i?/(jc°) = a.

Для д>° -у/г} выполняется неравенство

$>f(xO)-y<>Xx-x0) У(хЛ)'еСи

и отсюда -^°€ЭДх°).
Исследуем теперь для выпуклых функций связи между

субдифференциалом и производными по направлению.

Теорема 2.79. Пусть /: D(f) -> R, D(f) Q Rn, - выпуклая функция.
Тогда для выполнения соотношения aGbf(x°)необходимо и достаточно,

чтобыf+(x°fh)>a'h VheK(D(f)-x°).
Доказательство. 1. Пусть aGbf(x°). Тогда

f(x° + \h) -f(x°)>\a'h (2.91)

для всех Х>0 таких, что \hGD(f) ~x°,и отсюда

f+(x°,h)>a'h VhGK(D(f)-x°). (2.92)

2. Пусть выполнено (2.92). Тогда согласно (2.73) справедливо (2.91) и,

тем самым, a £ д/(дг°).
В частности, для любого фиксированного h Е K(D(f) - х°) справедливо

f+(x°;h)> sup a'h. (2.93)
a G bf(x°)

При мер 2.21. Пусть задана функция/: D(f)-+R9D(f) = (jc G R2: Xj > 0},вида
/(jc) = - %/xJ\ Тогда для Л = (0,1)' имеем, с одной стороны, /+(0; Л) = 0, а с другой,
9/(0) = ф (см, пример 2.20). Если условимся, что sup{#} = - *>, то в соответствии с

(2.93) будем иметь

0=/+(0;Л)> sup в'Л =
-оо.

а €= Э/(0)

Выведем теперь достаточное условие для того, чтобы в (2.93) имел

место знак равенства. Подробное обсуждение этого вопроса можно найти

в [74].
Теорем а 2.80. Пусть D(f) С Rn ,mt й(/)Фф,и /: D(f) -> R -

выпуклая функция. Тогда для любого х° GintZ>(/) субдифференциал Э/(дс°)
является компактным множеством, и при этом

/+(*0;/|)= max a'h. (2.94)
*еЭ/(*°)

Доказательство. 1. Докажем вначале компактность Э/(х°). В

силу того, что x0€int £>(/), производная f*(x°;h) конечна для любого

/iGR". Отсюда с учетом выпуклости функции /+(х°;Л) по И следует

существование числа Л/> 0 такого, что/+(дг°;Л)<Л/для всех h G R", у

которых II h II = 1». Поэтому в силу (2.93) a'h <Л/для всех А £ R" таких,
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что II h II = 1, и всех a £ д/(х°). Следовательно,
WaKM Vaedf(x°),

т.е. bf(x°) ограничено и (в силу теоремы 2.76) замкнуто. Таким образом,

ЭДх°) компактно.

2. Пусть теперь Сх = epi/ и для некоторого kGK(D(f) -x°)

(/х\ x = x°+\h, Х>0, 1

C2=lu/: *<Л*°) + х/+оЛ*)Г

В силу

Я*0 + х*)>/0с°) + х/+(*0;*) vx> о

имеем Ci П С2 = ф. Поэтому согласно теореме 2.34 существует разделяющая
Сг и С2 гиперплоскость Я = {(дг, £)': а 'х + т?^ = а}, где (д, tj)' Ф О, и

дх + т?£>д'0с° +ХАг) + г?(/(х0)+Х/+(х°-Д)) (2.95)

дня всех (х, I)' €Сг, Х> 0. При дг =х° и X = 0отсюда следуетr\% > vf(x°)
и тем самым г\ > 0.

Если положить г? = 0, то в силу (2.95)

а'(х° -(х° + ХАг))>0 VxED(f).

Придг° G int/>(/) и X = 0отсюда вытекает, что а'(х - х°)>0 для любого

дг из некоторой окрестности точки х°. Это возможно, лишь если а = 0, а

тем самым и (д, г\)' = 0, что противоречит существованию разделяющей
гиперплоскости. Поэтому мы можем считать, что г\ > 0.

При £ = /(*) и Х = 0 из (2.95) получим

а а

/Ос) + — х>f(x°) + - х° УхеD(f), (2.96)

и отсюда
- д/т? € ЭДдг0). Из (2.95) и (2.96) далее имеем

f(x) - f(x°)> - —Ос - х°) + \[Г(х0*к) + — *).
т? \ г\ I

При х =лг° и X > 0 из последнего неравенства следует

d

/+(*°;*)<--*-

В силу

/+(лг°;^)> sup Ь'к

окончательно получаем

/+(х°;Л)= max b'k.
ьеэ/(дс°)
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Равенство (2.94) для выпуклых функций является обобщением

соотношения

/+(x°;/i) = /iV/(x°)

между производной по направлению и градиентом дифференцируемых

функций.

Обратным к первому утверждению теоремы 2.80 является следующее
высказывание.

Теорем а 2.81. Пусть/: D(f)->R,D(f) CR", - выпуклая функция.
Если множество Ь/(х°) компактно, то х° G int />(/).
Доказательство. В случае D(f) = R" утверждение теоремы

тривиально. Поэтому пусть D(f) С R" и х° G D(f)\int D(f). Тогда в R"

существует полупространство, которое содержит D(f) и образующая
гиперплоскость которого проходит через х°:

а'(х-х°)<0 VxG £>(/), аФО.

Пусть bebf(x°). Тогда

f(x)>f(x°) + b'(x-x0) VjcGD(/),

и, следовательно, для каждого X > 0 выполнятеся неравенство

f(x)>f(x°) + (b + \а)'(х - х°) VxEDif).

Отсюда следует, что множество Э/(дг°) не ограничено, а это противоречит

условию теоремы.
Для дифференцируемых выпуклых функций может быть указана

простая связь между субдифференциалом и градиентом.

Теорема 2.82. Пусть/: D(f)-» R - выпуклая функция, D(f) CR"-

открытое множество и х° GD(/). Функция /тогда и только тогда

дифференцируема в точкех°, когда множество Ъ/(х°) состоит из одного элемента.

Доказательство. 1. Пусть функция / дифференцируема в точке

х°. В силу того, что х° G int D(f) = D(f), по теореме 2.77 существует
невертикальная опорная гиперплоскость к epi/в опорной точке (*° ,/(х0))':

/(х)-/(х°)>(х - х°)'а VxED(f). (2.97)

Так как / дифференцируема в х°, то, кроме того,

f{x) -f(x°) = (х - x°)'Vf(x°) + о( \\х - х° II) Ух GD(/). (2.98)

Из (2.97) и (2.98) следует

(х - х°)'(а -V/(x°))<o(\\x -x°\\) VxED(f),

и отсюда в силу х° G int D(f) имеем

a=Vf(x°).
2. Пусть ЭДд:0)- одноэлементное множество. Тогда в силу (2.94)

выполняется соотношение

/+0с°;Л) = max ah=a'h WhERn
at bf(x°)
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Если положить h = e\ i = 1,..., п, то с учетом равенства

f\x°\h) = -f\x°\-h) = a'h VheRn

получим существование частных производных от / по всем переменным
в точке х°. Тогда по теореме 2.71 функция / дифференцируема в точке х°.
Замечания. 1. Если выпуклая функция / дифференцируема в точке

х° €D(/), то, как показывает доказательство теоремы 2.82,

bf(x°) = {Vf(x0)}.

2. Если для произвольной (не выпуклой) функции / множество ЭДх°)
одноэлементное, то отсюда не обязательно вытекает дифференцируемость
/ в точке х°, что показывает следующий пример.

Пример 2.22. Для функции

если х = (дс,, х2 У е R2 \(0, 0)',
g(x) =

—————— если

х\+х\
'

> 0, если

с одной стороны, имеем

S(x)-g(0) 1
lim = —

,

llxll-0 Их II 2

хг=х\

с другой, g(x) > 0 VxeR2, и

lim
-

\—+ о

g(\h)
= £+(0;Л) = 0

\

для произвольного h Ф 0. Таким образом, Я (0; 0) - единственная опорная

гиперплоскость к множеству epi g в точке (0, 0, 0)'.

Теорема2.83. Пусть fx: D(ft)-+ R, D(fl)CRnt u f2: D(f2) -* R,

#(/2)9R'1' ~ выпуклые функции, /=Mi/i + M2/2, Mi, M2 ^ R+, #(/) =

= D(f"i)n /)(/2) Если множество riD(/,) Пп£(/2)не лусго, го ЗДдг) =

= jUi Э/i(x) + д2 V2(*) <*лл всех х е#(/)•
Доказательство. 1. Пусть х° G D(/) - произвольная

фиксированная точкаи.у
= Д1а + )и2£, где a G bfx (x° ), Z> G3/2(x°). Тогда

Mi/iW + /i2/2W>/u1/1(Jc°) + /i2/2(x0) + (Ml* + M2fc)'(x-x0)

т.е. >'€Э(м1/1(^0) + М2/2(^0))=Э/(х0).
Отсюда следует, что

/M/ito + MAtoca/Oc) VxeD(f).

2. Покажем теперь, что при условиях теоремы выполняется соотношение

bf(x)Cnlbfl(x)^fi2bf2(x) VxED(f).
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Пусть*0 -произвольная фиксированная точка из £>(/) ну € ЭДх°). Тогда

^fi(x)^n2f2(x)>nJl(x0)^H2f2(x0)^(x-x0),y VxGD(f),
^ifi(x)-tJiifi(x0)-(x-xQ)fy>fi2f2(x0)-fi2f2(x) VxeD(f). (2.99)

Рассмотрим далее надграфик и подграфик функций, стоящих

соответственно в левой и правой частях неравенства (2.99) :

Ci = {(*.»': $>»ifi(x)-»ifi(x°)-(x-x°)'y yxGD(fl)}t
С2 = {(*.*)': $<»2f2(x°)-H2f2(x) VxGD(f2)).

В силу (2.99) имеем riCx П riC2 =0. Кроме того, С, и С2 - выпуклые
множества. По теореме 2.34 существует гиперплоскость Я, собственно

разделяющая Сх и С2. Гиперплоскость Я невертикальна, поскольку
вертикальная гиперплоскость разделяла бы множества Z)(/i) и Z>(/2), что

противоречит условию теоремы. Таким образом, Я имеет вид

Н = Н(а, <*)={(*,*)': (x-x°)'a-t = a).
Так как (х°; 0)' Е d П С2, то а = 0, и поэтому

(x-jc°ye-/ii/iW + /ii/i(*°) + (Jc-*o)><0 VxeD(fx)f
(х - х°)'а - tx2f2(x°) + H2f2(x)>0 V*e/)(/2),

и тем самым

я+Д^МЛ*0), -я€м2Э/2(дг°).

Таким образом, у G д, Э/\(х°) + /и2Э/2(х°). Отсюда следует

ЭЛ^С^ЭЛ^ + МаЭ/аМ V*GD(/).

2.2.6. Замкнутые функции. Рассматривая сопряженные функции, мы

увидим (см. 3.2), что замкнутые надграфики выпуклых функций
характеризуются некоторой операцией взятия оболочки. Предваряя этот материал,
мы исследуем в этом разделе функции, надграфики которых являются

замкнутыми множествами.

Назовем функцию/: D(f) -►R, D(f) Q Rn, замкнутой снизу, если она

полунепрерывна снизу на D(f) и справедливо равенство D{f) = Z), где

D = {y: Jim /(*)<<*}.
х -*

у

*<ED(/)

Функция /: D(f) -> R называется замкнутой сверху, если -/ замкнута

снизу.

Теорема 2.84.Пусть/: D(f) -*R, D(f) QR'\ - произвольная

функция. Множество epi/ тогда и только тогда замкнуто, когда f замкнута

снизу.
Доказательство. 1. Пусть множество epi/ замкнуто. Тогда все

предельные точки последовательностей из epi/ являются элементами epi/.
Выберем последовательность {(х1 ,/(У ))'} Cepi /, для которой ton x1 -у,

lim /(д:') = т?= Jim /(*)<«>.
i -*■ «*

х
— у
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Имеем

-°°</0)<т?=: lim /(*') = JM /(*)<°°.
/-�ее ДС -+ >>

JCGDCO

(2.100)

Отсюда следует, что функция / = f(x) полунепрерьшна снизу и D_ Q D(f).
На основании определения нижнего предела

Ш Л*)</0), (2.101)
х-+у

xGD(f)

и поэтому D(f) С D. Таким образом, D(f) = D.
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f не полунепрерывна снизу на 11(f)

Л&) -Л

W/////////////^^^^

1 *

ъ

aW/J7///////////2//%x\'/////,1I

\г~"
-3-*:

-э-*

3(f) <= £

1

т

•

'?////////////}/?£&

-Ht

-э-**

W'\ • выпуклые функции

Рис. 2.20.

2. Пусть / -

замкнутая снизу функция. Выберем произвольную
последовательность

((*'', П'} С epi/, lim х' =
у, lim S'" =т?. (2.102)

/ —¥ ОО / —* ОО

Тогда *'>/(*') и

т?
= lim J'* = Urn /(*')> Jim, /(х)=/0>). (2.103)

Итак, справедливо (v, Tj)'£epi/.
Как показывает следующий пример, замкнутая снизу выпуклая

функция не обязана быть непрерывной.

Пример 2.23. Функция

{х\1хг>
если * = (л-,, х2)' 6R2, х2 >л*{, х Ф 0,

0, если .v = 0,

выпукла по теореме 2.74, поскольку для произвольного х е R2, х2 > 0, определитель

матрицы Гессе этой функции равен нулю. Далее, для всех х £ D(f) выполняется
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f не существует

i

0

1 \

! f/

/ \

Рис. 2.21

fix) >0и lim /(С,, *, ) =

tt,.*a)#-<*i.*a>'

=/(*i. х2) V(x„ х2)ф Ф (О, О)1. Если

двигаться в D(f) вдоль прямой х2 = axt (a >

> 0) к началу координат, то получим

1 im /(.т,, a.v,) = 0 = / (0). Так как кроме
х,
- О

того, / непрерывна на D(f)\{0), то это

означает, что функция / замкнута снизу. При
приближении же к началу координат вдоль

лежащего в D(f) отрезка кубической параболы
х7 = л*,3 функция / стремится к +« в силу

соотношения

lim f{x,, х\) = lim l/.v, =
+ «>.

jc, -+ +0 jcj -►+(>

Если для функции/: D{f) -* R выполняется неравенство

Jim Дс)>-оо YyGD(/)9
х - у

x^D(J)

то можно определить /- замыкание снизу функции/ (кратко:
замыкание /) как

"~

/00= М. Л*), y^D(f) = {y: Jim /(*)<-} = Щ.
—

х -+
у

—

х -*■
у

x^Dif) xSD(f)

Нетрудно увидеть, что £ — всегда замкнутая снизу функция.
Если, в частности, / - замкнутая снизу функция, то_£ =/
Рис. 2.19 содержит примеры функций, которые полунепрерывны снизу

и замкнуты снизу на множестве £>(/). На рис. 2.20 показаны функции,

которые, равно как и их замыкания /, не являются полунепрерьтными

снизу. При этом могут встретиться оба случая: и D(f) = D, и D(f) С Z).

Для произвольной функции /: D(f) -* R не обязательно существует ее

замыкание / (рис. 2.21).

Теорема 2.85. Пусть /: D(f)-+ R, D{f) С R", _ функция, для

которой

lim /(*)>-«> VyeDJf).
х -*■ У
x^Dif)

Тогда

epi/= epi/

Доказательство,
ния epi/C epi/

1. Покажем вначале справедливость включе-

Пусть (у, 77)' £ epi/ Тогда существует последовательность (*', т/)'С epi/
такая,что (*', т}1)' -+(у, т?)'; при этом т?'>/(*') V/€N. Тем самым

Т7> Urn /(*)=/<» ЧуеЩ),
х-+ у

-

х GDC0

и вследствие этого (у, т))' G epi/
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2. Пусть (y,ri)' Eepif. Тогда с необходимостью yED(f) и

т?>/О0 = ljm /(*)>-<»
х-* у

xGD(f)

Поэтому существует последовательность {*'} CD(/), для которой
х1-*у и /(*')-»/(у). Итак, 0,/(у)У -

предельная точка множества epi /,
т.е. О,/00)'£ epi/ Отсюда следует epi/ £epi/ что вместе с

доказанным ранее включением и дает утверждение теоремы.
Из теоремы 2.55 вытекает, что для выпуклой функции/: D(f) ->R,

D(f)С R", множества уровня Na = {х ЕD(f): f(x)<a), a€R, выпуклы.

Очевидно, для замкнутых снизу выпуклых функций утверждение
теоремы 2.55 может быть усилено следующим образом.
Теорема 2.86. Пусть D(f) QRn - выпуклое множество и /: D(f) -*

->R - замкнутая снизу выпуклая функция. Тогда для произвольных a G R

множества уровня Na замкнуты и выпуклы.

Исследуем теперь для замкнутой снизу выпуклой функции /: D{f) -> R

вопрос об ограниченности множеств уровня Na в зависимости от

параметра а.

Теорема 2.87. Пусть D(f) QRn - выпуклое множество и /: D(f) -*

->R - замкнутая снизу выпуклая функция. Если для заданного а0 £ R

множество уровня NQ не пусто и ограничено, то все множества Na,

a G R, ограничены либо пусты.
Доказательство. Очевидно, справедлива импликация а>0 =>

=>jVa 2Л^. Пусть множество Л/Jj не ограничено. Тогда не ограничены при

а >(3 и множества jV</. Так как 7VQ замкнуты и выпуклы, то по

теореме 2.13 существует элемент z° Ф 0 такой, что х + S Q N$ Ух € Np, где

S = {z: z = Xz°, XGR+}.
Пусть теперь а" </3 и Na» Фф. Выберем произвольный фиксированный

вектор х° eNa» Q Np. Для любых (Mi ,м2)' ^ПР^ и X G R+ имеем тогда

fix0 + Xz°)=/^,x° +д2 (*° + - z°))<
<Ml/(x°) + /i2/^0 + — z^/i.a' + O -Mi)l3.

Отсюда при Mi -M - 0 следует

/С*0 +Xz°)<a" VaGR+.

Итак, дг + S Q jVa", и поэтому множество Na" тоже не ограничено.

2.2.7. Выпуклые функции/: Rn -+R. Для изложения теории

двойственности целесообразно рассмотреть также отображения /: R"-»»R, где

R = R U {+ о©} и {—оо}. Ниже мы кратко остановимся на выпуклых

функциях /: R"->R.
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Функция /: Rn -*• R называется выпуклой, если

epi/={(x,0'GRw+1: *>/(*)}
- выпуклое множество, т.е. если для любых х1, х2 Е R", ц >/(х1), v >

>f(x2) и (Xi,X2)' ^Р\ выполняется

f(\xxx + X2*2)<X1iu + X2i>.

Если не существует вектора х € R", для которого f(x) = -°°, и если

условиться, что

а + оо=оо VaGR; 00 + 00 = 00; а-оо = —00 Va<0;

ft
•
ОО = ОО Ytt ^ О* ОО • ОО = ОО* ОО • ОО = ОО

то, очевидно, функция /: R" -*• R тогда и только тогда выпукла, когда (по

аналогии с п. 2.2.1) справедливо неравенство

/(X,*1 +Х2х2)<Х1Ддг1) + Х2Ддг2)

для любых jc1, х2 £R^h (Xi, Х2)' GriP* .

Функция g: Rw-* R называется вогнутой, если f=—g выпукла. Для

произвольной функции/: R" -*• R определим множество

dom/={x: /(*)<-},

которое назовем эффективной областью. Очевидно, что если / —

выпуклая функция, то dom/ является выпуклым множеством.

Далее, если для выпуклой функции dom/ Ф ф и /(х) > —°° VxG R",
то / называется собственно выпуклой.

Конечным выпуклым функциям/: D{f) -» R, D(f )CR" можно

поставить во взаимно однозначное соответствие собственно выпуклые функции
по правилу

( /(х), если xeD(f),
/(*)= _„/' ^ (2.104)

если xeRn\D(f).

Несобственно выпуклые функции обладают следующим свойством.

Теорема 2.88. Пусть функция /: R"-+R выпукла и f(x°) = - °°.

Тогда

/(*) = -«> VxGri(dom/).

Доказательство. Пусть/(дс°) =-°° их€ ri(dom/)- Тогда
существует точка хх G dom/ такая, что х = (1 - X)дг° + Хх1, где X G (0,1).
Таким образом, для X € (0, 1) должно выполняться /(х) < (1 - X) д + \v

при всех /i,i;GR таких, что /i > /(х°) и v > f(xl). Отсюда и из

неравенства /(дт1) < + °° следует /(х) = - °°.

Согласно теореме 2.88 несобственно выпуклая функция может быть

конечной лишь в относительно граничных точках множества dom /

Назовем функцию /: R" -* R полунепрерывной снизу в точке х°, если

fix°)< Hm /(*)•
х -+ х
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Функция /: Rn -* R называется полунепрерывной снизу (на R"), если /
полунепрерывна снизу в каждой точке х° € R".

С введенным в п. 2.2.3 понятием полунепрерывности функции в_ точке

это понятие связано следующим образом. Пусть функция /: Rn -> R

образована из/: D{f) -»R согласно (2.104). Функция/полунепрерывна снизу

в точке х° Е D{f) тогда и только тогда, когда / полунепрерывна снизу в

х° € dom/ = D(f). Однако из полунепрерывности снизу функции / на D{f)
не обязательно следует полунепрерывность снизу / на R".

Пример 2.24. Очевидно, что функция

{х,
если х > 0,

+ °°, если х < 0,

не является полунепрерывной снизу в точке х° = 0 (а потому и на R). Зато функция

/: D{f) -* R, D{f) ={ x G R: x > 0}, f(x) =
дс, полунепрерьтна снизу на D{f).

Теорема 2.89. Собственно выпуклая функция /: Rn -* R

полунепрерывна снизу на Rn тогда и только тогда, когда она замкнута снизу на

множестве dom/
Доказательство этой теоремы вытекает из теоремы 2.85 с учетом

следующего предложения.

Теорема 2.90. Следующие утверждения эквивалентны:

1) функция /: R" -> R полунепрерывна снизу на Rn;
2) множество уровня Na = {х Е R": /(*) <а} замкнуто для

любого a Е R;

3) множество epi/ замкнуто.

Доказательство. 1) =>3). Пусть {(*', ju')'} Cepi/и (х* ,/i')'->
-» (х, д)'. Требуется показать, что (х, д)' Е epi/. В силу 1) ц* > fix1) и

Вт/(*') >/(*), т.е. д= Нт д'> Ит /(х')>/(х).
| —► ОО / —> ОО | —* ОС

1) =>2). Пусть{дс'} G Л^а и х' -►х. Справедливо неравенство а>/(х')
V/EN, а потому и а> lim /Qxf)>/(x), т.е. xENa.

2) => 1). Пусть {л1} CjVa, х1 -*х, причем существует ц = lim /(х').
/ —» оо

Для каждого а > ц и достаточно большого i имеем/(х' ) <аи,
следовательно, •

xG{y: f(y)<Z) = {y: f(y)<a).

Поскольку число а > ц выбрано произвольно, то /(х) < м = lim /(х1),

и потому выполняется 1).
3) => 1). Доказательство вытекает из рассуждений в начале п. 2.2.6.

Будем говорить, что функция/: R"-*R имеет в точкех° субградиенту0,
если выполняется соотношение

/(х)>/(х°) + /'(х-^°) VxGR". (2.105)

Множество всех субградиентов / в точке х° называется

субдифференциалом функции / в точке х° и обозначается Э/(х°). Если /(х°) - конечная

85



величина и Э/(х°) не пусто, то / - собственная функция, поскольку она

согласно (2.105) минорируется аффинной функцией.
Приведенные в п. 2.2.5 соотношения между субградиентом и

производной по направлению выпуклой функции могут быть легко перенесены на

функции вида /: R" -* R .

Если /: £>(/) -» R — конечная выпуклая функция, то производная по

направлению j (х°; Л) для некоторого h G K(D(f) -х°) может принимать

значение - °°, т.е. (выпуклая) функция /+ (дг°; Л) переменной h

отображает K(D(f) - х°) в множество (RU{-»}) СJR.
Другие утверждения о функциях /: Rn -> R можно найти, например,

в [74,35].

2.3. Обобщения выпуклых функций

Требование, чтобы функция была выпуклой или вогнутой, представляет
собой довольно серьезное ограничение, которое в задачах, встречающихся

на практике, не всегда выполняется. Поэтому понятие выпуклой функции
обобщалось самыми различными способами. Мы рассмотрим некоторые
такие обобщения.

В нашем изложении мы ограничимся обобщениями только выпуклых

функций. Если / -

определенная в дальнейшем обобщенная выпуклая
функция, то -/ -

соответствующая обобщенная вогнутая функция.
Если не оговаривается особо, то под / будем понимать функцию/: R" -*

-R или /: D(f)-+R, D(f)CR»f й{/)Фф.
Сначала мы обсудим обобщение выпуклых функций, суть которого

состоит в следующем. Вначале определяется выпуклость функции в точке

и лишь потом выпуклость на множестве и, кроме того, опускается
требование выпуклости области определения. Мы будем говорить поэтому о

выпуклости в общем смысле.

Функция /: D(f) -> R называется выпуклой в общем смысле в точке

х G D(f) относительно множества D(f), если выполняется соотношение

xeD(f), (X,,x2)'e/>! \
,

-
ч 1п/Л 5*/(XiX+Xajf)<X,/(iF) + X2/(jc>. (2.106)

Функция/ называется выпуклой в общем смысле на множестве D(f), если

она в каждой точке х Е D(f) выпукла в общем смысле относительно D{f).
Из этого определения непосредственно получаем следующее

утверждение.

Теорема 2.91 .Пусть D(f) Q Rn - выпуклое множество. Функция /:
D(f) -* R тогда и только тогда выпукла в общем смысле на множестве

£>(Д когда

xl,x2 eD(f) }
г, ч v^D2

^Xi*1 +Х2*2)<Х1/(дг,)+Х2/(*2).
(Xi, Л2) ^

г+ )

Из теоремы 2.91 легко усматривается связь с функциями, которые
выпуклы на D(f) в смысле данного в п. 2.2.1 определения. А именно,

справедлива следующая теорема.
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Теорема 2.92. Если D(f) Q Rn - выпуклое множество, то функция
/: D(f) -► R тогда и только тогда выпукла на D(f), когда она выпукла в

общем смысле на множестве D{f).
Очевидно, что эквивалентность в теореме 2.92 не сохраняется, если

множество D(f) не является выпуклым. Так, хотя функция

f(x) = x\ хео(ЛМ-1Л]\{0}, *

и не выпукла (поскольку D(f) — множество не выпуклое), она в то же

время выпукла в общем смысле на D(f). Вообще, если D(f) Q R" -

выпуклое множество, /: D(f) -* R -

выпуклая функция и X -

произвольное
подмножество D(f), то / выпукла в общем смысле на множестве D(f) \ X.

Таким образом, понятие выпуклой в общем смысле функции охватывает

более широкий класс функций, нежели понятие,выпуклой функции.
Функция /: D(f) -> R называется строго выпуклой в общем смысле в

точке х £ D(f) относительно множества D(f), если выполняется

соотношение

xGD(f), хФх\

(Х,,Х2/€:п/>* U/(XiJc+X2jf)<X,/(ic)+X2/(jc). (2.107)

X,Jc +\2xeD(f)\
Для строго выпуклых в общем смысле функций имеют место

утверждения, аналогичные теоремам 2.91 и 2.92.

Функция/: D(f) -+R называется квазивыпуклой на выпуклом
множестве D(f), если

x\x2eD(f) )

f(x2)<f(xl) -/(X,*1 +\2x2)<f(xl). (2.108)
(X,,X2)'G/>2 j

Функция /: D(f) -*• R называется строго квазивыпуклой на выпуклом
множестве D(f)9 если

х\х2 ED(f)

f(x2)<f(xl) ~f(\ixl+\2x2)<f(xl). (2.109)

(Xi,X2)'€riPjJ
Пусть D(f) CR"_ открытое множество и /: D(f) -+ R -

дифференцируемая на D(f) функция.
Функция / называется псевдовыпуклой на множестве />(/), если

х\х2 eD(f)\ .

п 2,^„ 1 J =>(*2 -*1) */(*') <0. (2.110)

Функция / называется строго псевдовыпуклой на D(f), если

х1 Фх2 1 =>(х2 -xl)'Vf(xl)<0. (2.111)
f(x2)<f(xl) )
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Рис. 2.22.

На рис. 2.22 и 2.23 представлены некоторые примеры только что

введенных обобщений выпуклых функций. Приведем еще ряд примеров.

Пример 2.25. Функция

О, если xeR\R+)
/,<*) =

если *€R+, «cN, и > 2,
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10 f не строев псебдовыпукла

f(wz)-f«ab

$-(x-s!)'Vf(*f)»0
Рис. 2.23.

квазивыпукла на множестве R, но не является ни строго квазивыпуклой, ни

псевдовыпуклой, ни строго псевдовыпуклой, ни выпуклой.
Пример 2.26. Функция

/,(*)=-х", JCSR+, /»SN, л>2,

квазивыпукла и строго квазивыпукла на R+, но не является ни псевдовыпуклой, ни

строго псевдовыпуклой, ни выпуклой.
Этот пример показывает также, что и нелинейная вогнутая функция может быть

квазивыпуклой.
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Пример 2.27. Функция

/,(*)=-(*, +D2 + 1, x = (Xl,x2)'ePl,

псевдовыпукла, строго квазивыпукла и квазивыпукла на множестве R+, но не

является ни строго псевдовыпуклой, ни выпуклой.
Пример 2.28. Функция

f4(x) = ax+b, JceR, j<0,

выпукла, строго псевдовыпукла, псевдовыпукла, строго квазивыпукла и

квазивыпукла на R, но не строго выпукла.

Пример 2.29. Функция

fs(x) = xn, xeR+, neN, n > 2,

строго выпукла, выпукла, строго псевдовыпукла, псевдовыпукла, строго
квазивыпукла и квазивыпукла на множестве R+.

Непрерывные квазивыпуклые функции характеризуются следующей

теоремой (доказательство см. в [16]).
Теорема 2.93. Функция /: D(f) -* R, непрерывная на выпуклом

множестве D(f) <= Rnt тогда и только тогда квазивыпукла на D(f), когда

выполнено одно из следующих условий:

f(x2)<f(xl) \ =>f(\xxl +\2x2)<f(xl); (2.112)

(Xi,x2)'e/>J )

2) множества уровня

^ = {jcGD(/): f(x)<a) (2.113)

выпуклы для любого a Е R;

3) множества riNa выпуклы для любого а £ R. (2.114)
Для непрерывно дифференцируемых функций справедлив следующий

факт (см. [31]).
Теорема 2.94. Функция /: D(f) -* R, непрерывно дифференцируемая

на открытом выпуклом множестве D(f) Q Rn, тогда и только тогда

квазивыпукла на D(f), когда выполнено одно из следующих условий:

1) xl.x2eD(f)\ ,

« г^« 1ч
~(* "* )*Л* ><0; (2Л15)

2) x\x2£D(f) }
п ^s« 1ч \~1х2-х1)*/{х1)<0. (2.116)
Дх2 )</(*) J

Следующая теорема, которая вытекает непосредственно из (2.110),
характеризует псевдовыпуклые функции.
Теорема 2.95. Пусть D(f) С R" - открытое множество и /: D(f) -*

-*R дифференцируема на D(f). Функция f тогда и только тогда

псевдовыпукла на множестве D(f), когда справедливо утверждение

xlf*Dif) , Uftx>)>fV). (2.117)
(х2 -x1),Vf(xl)>0 I

K

Исследуем связь между приведенными выше обобщениями выпуклых
функций и выпуклыми (а также строго выпуклыми) функциями.
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Теорема 2.96. Пусть D(f) С R" _ открытое выпуклое множество и

функция /: D(f) -* R дифференцируема на D(f). Если f выпукла на

множестве D(f), то она и псевдовыпукла на D{f).
Доказательство. Так как функция / выпукла, то по теореме 2.72

имеем

(х2 -xl)'vf(xl)<f(x2)-f(xl) Vx\x2eD(f).

Поэтому соотношение (х2 - х1)'Vf(xl)> О влечет неравенство f(x2) >

>f(xl) и, следовательно, в силу теоремы 2.95 функция / псевдовыпукла
на множестве D(f).
Теорема 2.97. Пусть D(f) С R" -

открытое выпуклое множество и

функция /: D{f) -> R дифференцируема на D(f). Если f строго выпукла на

множестве D{f), то она и строго псевдовыпукла на D{f).
Доказательство проводится аналогично доказательству теоремы 2.96

с учетом соответствующих строгих неравенств.

Следующая теорема не требует дифференцируемости функции.
Теорема 2.98. Если функция /: D(f)-+R выпукла на выпуклом

множестве D(f) Q Rn, то она и строго квазивыпукла на D(f).
Доказательство. Пусть f(x2) <f(xl). В силу выпуклости / для

(Xi, Х2)' £ т'\Р\ имеем

/(Х,*1 +Х2х2)<Х1/(;с1) + Х2Д*2).

Поэтому неравенство f(x2)<f(xl) влечет

/(X,*1 �х^кя*1),

т.е. функция / строго квазивыпукла.
Обратные утверждения для теорем 2.96, 2.97 и 2.98 не имеют места, что

показывают следующий пример и пример 2.26.

Пример 2.30. Функция f{x) =х + х3. .rGR, строго псевдовыпукла, а тем

самым и псевдовыпукла, но не выпукла.

Между рассмотренными выше обобщениями выпуклых функций могут
быть указаны следующие связи.

Теорема 2.99. Пусть Dif) Q Rn - открытое выпуклое множество и

функция /: D(/)-*R дифференцируема на D{f).
Тогда:
1) строгая псевдовыпуклость f на D(f) влечет псевдовыпуклость f

на D(f)\
2) псевдовыпуклость f на D(f) влечет строгую квазивыпуклость f

на D{f)\
3) строгая квазивыпуклость f на D(f) влечет квазивыпуклость f

на D{f).
Доказательство. 1) Указанная импликация следует

непосредственно из определения.

2) Пусть/Сх2) <f(xl) и для*3 = \хх1 + Х2х2, где (Х1? Х2)'е riPj,
выполняется/(д:3) > f(x}). Из этого предположения вытекает, что

функция / достигает своего максимума на сегменте [дг1,*2] в точке х° G

е(х\х2):

f(x°)>f(x3)>f(xl)>f(x2).
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В силу псевдовыпуклости/отсюда следует

(х2 -x°)'Vf(x°)<0. (2.118)

Положим ^(Х,) = f(\ixl + (1 - Xi)x2), Xi € (0, 1), тогда для

некоторого X? G (0, 1) имеем

Дх0)= max F(X,) = F(X?).
\, <=(o,i)

Из необходимого условия оптимальности

dF(kt)

с/Х,

в силу X? *0их2 -х° =х2 - X?*1 - (1 - Х?)х2 = Х?(х2 -*,) следует

= (xl -x2)'Vf(x°) = 0

(х2 -x0)'V/(*°) = 0, (2.119)

что противоречит (2.118). Таким образом, /(х3) < /(х1) для любого

х3€(х\х2).
3) Указанная импликация очевидна.

Нетрудно показать, что утверждение теоремы 2.99 нельзя обратить.
Так, функция

Л*) = xs, xeR,

строго кваэивыпукла на R, но не псевдовыпукла. Для х2 < 0 из равенства

/'(0) = 0, в противоречие с определением псевдовыпуклости, следует

Я*2)</(0)и(х2-0)/'(0) = 0.

Как показывает следующая теорема, третья импликация в теореме 2.99

справедлива и без предположения о дифференцируемости функции /.
Теорема 2.100. Если функция /: D(f) -+R строго кваэивыпукла

на выпуклом множестве D(f) С R", то она и кваэивыпукла на D(f).
Доказательство. Для произвольного (Xi, Х2)' £ ri P\ тотчас же

получаем, что соотношение (2.109) влечет за собой (2.108).
Следует указать, что в литературе нет единообразия в способах описания

обобщений выпуклых функций. Так, можно найти определение

квазивыпуклой функции с помощью соотношений (2.113) или (2.114), при этом

не требуется непрерывность функции. В этом случае утверждение

теоремы 2.100 не имеет места, что показывает следующий пример.
Определенная на замкнутом интервале [-1,1] CR функция

если х = 0,
«- ( о. если х£ [-1,1], хФО,

хотя и отрого кваэивыпукла в области определения, тем не менее,

очевидно, не удовлетворяет ни (2.113), ни (2.114). Причиной этого является

разрывность функции в точке х = 0.

Как известно, у выпуклой функции совпадают локальный и глобальный

минимумы (см. теорему 2.62). Пример функции
если х Е [- 1, 0), х £ R,

если х Е (0, 1 ],Ях)-[-*:
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показывает, что это свойство не обязательно сохраняется у квазивыпуклой
функции. Для строго квазивыпуклых функций (а в случае непрерывно

дифференцируемых функций также для строго псевдовыпуклых и

псевдовыпуклых функций) справедлива следующая теорема.

Теорема 2.Ю1. Пусть D(f) QRn - выпуклое множество и f: D(f) -*

-* R - строго квазивыпуклая на D(f) функция. Любая точка локального

минимума функции f на D(f) является одновременно и точкой

глобального минимума f на D(f).
Доказательство. Пусть функция / достигает в точке х°

локального, но не глобального минимума на D(f). Тогда найдется вектор xl Е

€D(f) такой, что /(*!)</(х°). Отсюда в силу (2.109) следует

/(X1x°+X2x1)</(jc°) V(XbX2)'eri/>2.

При Х2 -* + 0 получаем, что в любой окрестности х° существуют точки х2 =

= \хх° + \2xl Е />(/), для которых/(х2) < f(x°). Это противоречит

начальному предположению.

Теорема 2.75 показывает, что для выпуклой функции равенство
градиента нулю является достаточным условием существования глобального

минимума.
Для псевдовыпуклых, а тем самым и для строго псевдовыпуклых

функций, имеет место соответствующая теорема.

Теорема 2.102. Пусть D(f) Q Rn - открытое множество и /: D(f) -*

-> R - псевдовыпуклая на D(f) функция. Если х° Е D(f) и V/(x°) = 0, то/
достигает в х° глобального минимума на ЕЯ/ ).
До казательство. Для произвольного х Е D(f) в силу V/(jc°) =

= 0 имеем (х - x°)'V/(jc°) = 0, отсюда по теореме 2.95 вытекает/(дс) >

^ f(x°), т.е. / достигает в точке х° глобального минимума.
В заключение укажем, что имеется ряд других обобщений понятия

выпуклой функции (см., например, [16, 17,31]).
Для изложения методов нелинейного программирования (см. гл. 6)

целесообразно остановиться вкратце еще на трех обобщениях выпуклых

функций.
Пусть D(f) QRn -

непустое выпуклое множество. Функция /: D(f) -»

-»R называется:

*а) явно квазивыпуклой на £>(/), если

xl,x2eD(f) 1

f(x2)<f(xl) =*/(Xi*! + Х2х2 )</(*');

(Xi,X2)'G^J
б) строго явно квазивыпуклой ца D(f), если

xl,x2eD(f), х1 Фх2

f(x2)<f(xl)
(Xi,X2)'GriP2

в) почти выпуклой на/>(/"), если/явно квазивыпукла и строго квази-

выпуклана £>(/).
Из этих определений непосредственно вытекают следующие утверждения

о функции /: D{f) -* R, где D(f) CRW- выпуклое множество:
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1) / строго выпукла на D(f) =>

^/строго явно квазивыпукла на £>(/),
=>/ почти выпукла на £>(/),
=>f явно квазивьшукла на D(f),
=>/ квазивьшукла на £>(/)',

2) / выпукла на /)(/) =*/ почти выпукла на D(f);
3)/ почти выпукла на D(f)~\xl,x2 G £>(/), VXbX2 GriP*:

f(x2)<f(xl) ~f(*ixl + X2*2 )</(*'),

Я*2 )</(**) =>/(Х,дг! +Хах2)<Лдг!).

2.4. Системы вьшуклых неравенств

В этом параграфе мы рассмотрим системы выпуклых неравенств

*,(*)< О, /G/, (2.120)

где / - конечное (соответственно произвольное) множество индексов и

gf: С-* R, С £ R", - вьшуклые функции.
Утверждения о разрешимости системы (2.120) могут быть получены

при помощи теорем отделимости для выпуклых множеств. Их можно

положить в основу теории глобальных критериев оптимальности (см. 4.3).
Некоторые утверждения о разрешимости систем линейных неравенств

получаются как частные случаи нижеследующих теорем.

Теорема 2.103. Пусть CQR" - выпуклое множество, /: C-»RP,

g: C-+Rq - выпуклые вектор-функции и Ь'. C-*Rr - аффинная вектор-

функция. Справедливы утверждения:
1) если система

Л*)<0, g(x)<09 Л« = 0, xGC, (2.121)

разрешима, то не существует вектора (и, vy w)' G R£ X Rj X Rr с йФО,
который бы был решением системы

"'/(*) + v'g(x) + wh(x) > 0 \х G С; (2.122)

2) если система (2.121) неразрешима, то система (2.122) имеет

нетривиальное решение (и, v, vv)' GRf XR^X Rr.

Доказательство. 1. Если система (2.121) имеет решение х°9 то

для (и, v, w)' G R+ X R+ X Rr с и Ф 0 должно выполняться неравенство

u'f(x°) + v'g(x°)+wh(x0)<U'f(xo)<04
что противоречит (2.122).

2) Если система (2.121) не имеет решения, то выпуклые множества

С, ={(y,z,t)'eRPXRqX Rr: ZxEQ f(x)<y, g(x)<z, h(x) = t),

C2 ={0, z, O'ERPX Rq X Rr: y<0, z < 0, t = 0)

не пересекаются. Тогда по теореме 2.34 существуют ненулевой вектор

(м, у, w/ G Rp X Rq X Rr и число a G R такие, что

/и + z'v + t'w>a V(y, z, f)' G d,

a>y'u+z'v + t'w VO, z, /)' GC2.
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Из второго неравенства следует, что

ы>0, и>0, а>0.

Пусть ceRp и с > 0. Тогда из первого неравенства вытекает

uf(x) + vg(x) + w'/i(x) > - w'c Уд: G С.

Так как последнее неравенство выполняется для произвольного с > 0, то

и fix) + vg{x) + wh(x) >0 Ух ЕС

При доказательстве следующего утверждения нам понадобится

теорема 2.103 для частного случая h = 0.

Теорема 2.104. Пусть CQRn - выпуклое множество; /: C-»RP,
#: С-+Rq -

выпуклые вектор-функции и h: КЛ-^КГ - аффинная вектор-

функция. Пусть существует вектор х G ri С такой, что g(x) < 0, h (x) < 0.

Система неравенств

f(x)<0, g(x)<0, h(x)<0, хЕС, (2.123)

неразрешима тогда и только тогда, когда существует вектор (и, v, w)' G

G Rp+ X R* X Rr+, и Ф 0, для которого

u'f(x) + v'g(x) + w'h(x)>0 \x ее. (2.124)

Доказательство. Так же как при доказательстве теоремы 2.103,

из разрешимости системы (2.123) заключаем, что (2.124) не имеет

решений. Остается показать, что при предположениях теоремы 2.104 из

неразрешимости (2.123) следует существование нетривиального
решения системы (2.124) с и Ф 0.

Если система (2.123) не имеет решения, то выпуклые множества

С, = (0,z, 0'G Rp X Rq XRr: 3xGC, f(x)<y, g(x)<z, h(x) = t) ,

C2 = {О»*.')' £RpXRqX Rr: y<0, z<0, t<0)
не пересекаются. Применим следующую теорему отделимости (см.

теорему 20.2 из [74]):
если С\ -

выпуклое множество, С2 -

многогранное выпуклое
множество и С2 П riCi Ф ф , то существует гиперплоскость, которая

собственно разделяет С\ иС2 и не содержит С2.
Из этой теоремы для заданных множеств Сх и С2 следует

существование вектора (и, v, w )' G Rf* X Rq X Rr, (u, v, w)' Ф 0, и числа а, для

которых

w> + i/z + r'w>a У(у,г, t)' eCiy
, , , (2125)

a>u>'+yz+/iv V{y,z, t) eC2.

Первое неравенство в (2.125) хотя бы для одного (у, г, t)' G С\
выполняется строго, т.е. найдется вектор х° еС такой, что

w> + i/z+ w'h(x°)>ot, f(x°)<y, g(x°)<z. (2.126)
Аналогично доказательству теоремы 2.103 заключаем, что и > 0, v >09

w>0,oc>0h

и fix) + vgix) + t'hix) >0 Ух ее (2.127)
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Допустим, и = 0. Тогда в силу существования вектора х Е riC,

удовлетворяющего неравенствам g(x) < 0 и h(x) < 0, из (2.127)
немедленно следует v = 0. Поэтому, с одной стороны, г'Л (х) > 0, а с другой,
h (х) < 0 для х £ riC Так как t'h(x) - аффинная функция, то отсюда

вытекает, что t' h (x) = 0 Vjc € С. Но тогда из (2.126) при и = 0 и v = 0

получаем противоречие. Следовательно, и Ф 0.

Докажем теперь теорему о системе со сколь угодно большим

числом выпуклых неравенств, из которой могут быть выведены важные

следствия.

Пусть Z, ,Z2 - множества индексов произвольной мощности.

Теорема 2.105. Пусть С С R" - непустое компактное выпуклое

множество, {gj: C-*R)/e z,
- семейство полунепрерывных снизу вы-

пуклых функций и {hj :Rn-+R}je z2
- семейство аффинных функций.

Если система

gi(x)<0, /GZi; Лу(д0
= 0, /GZ2; *€С, (2.128)

не имеет решения, то для некоторых конечных подсемейств

{ gtl,...,glm ) С { ^}/eZ|, {*/,.•••.*/*) С (М/ег,

существует вектор (у, Т)' £ R™ X R , (>Г, ?)' =£0, такой, что

m k

2 >>£/.(*)+ 2 SjAy.WX) VxGC (2.129)
/=i ' i=i

'

£с/ш Z2 = Ф , го в f2.129) неравенство выполняется строго.

Доказательство. Если система (2.128) не разрешима, то не

имеет решения и система

gt(x)<e, /6Z,;
(2.130)

hf(x)=09 /GZ2; xGC Ve>0,

ибо любое решение системы (2.130) является в то же время решением
системы (2.128). Каждое из множеств

С,/с= {xGC: *,(*)<€, у*) = 0}

компактно как замкнутое подмножество компактного множества С,
и, поскольку (2.130) не имеет решения, имеем

е > 0

Применяя теорему Гейне - Бореля о покрытии к дополнениям

множеств С//е, приходим к выводу, что можно выбрать конечное число С/;€
таким образом, чтобы их пересечение было пусто. Это означает, что

существуют индексы 11, . . .
, imeZlf jx, . . .

, jk G Z2 и действительные
числа е i,..., е w > 0 такие, что система

£,.(*)-€,< 0, /=1 ту И.(х) = 0, /=1,...Д, xGC,

не имеет решения.
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Следовательно, по теореме 2.103 найдется вектор (у, Г)' ER™ XR ,

(у. Г)' Ф 0, для когорого

т к т

2 yjgiX*)* 2 %hh(x)> 2 ^6/ Vx€C.

m

Так как ц
= 2 J^-e, > 0, то отсюда следует утверждение теоремы. Если

/= i
^

Z2 =0 , то в силу У^О имеем даже ц > 0.

Из теоремы 2.105 как частный случай вытекают утверждения о

разрешимости систем линейных неравенств. В то время как теоремы о

системах выпуклых неравенств мы будем использовать для вывода

глобальных условий оптимальности, теоремы о системах линейных

неравенств играют значительную роль в исследовании локальных условий
оптимальности.

Теорема 2.106 (теорема Моцкина об альтернативе). Пусть А, 2?4 и

В2 - заданные матрицы порядка т0 Хп, тх X п и т2Хп соответственно.

Из двух систем

5,:Лх<0, Вхх<09 В2х = 0, (2.131)

S2: u'A+y'Bl+z'B2=0, (и,у)'>0, иФО, (2.132)

разрешима роено одна.
Доказательство. Положим в теореме 2.104

C=R", f(x) = Ax, g(x) = €9 е = const,

е<0; h(x) = (Bl9B2,-B2)'x.
Все предположения теоремы 2.104 выполнены, и системе (2.124)

соответствует система (2.131).
Легко видеть, что системы 5] и S2 не могут обе одновременно иметь

решение. Предположим, что система Sx не имеет решения. Тогда по

теореме 2.104 найдется вектор (и, yf9 w", w)' G R™° x R^' X R^2 x *С*» "^ 0>
для которого

ukx +у'Вгх + (w - w)'B2x >0 VxGR", (2.133)

Таким образом, линейная функция l(x) = (и'А + )?' В\ + (w - w )' В2)х
неотрицательна для всех х Е R . Но в этом случае

и'А +у'Вх + (w - w)'B2 = 0. (2.134)

Пусть Г= w - w . Тогда (JT, 'у, 7)' -

решение системы (2.132).
Положив в теореме 2.106 В\ = 09В2 =0, получим следующую теорему.
Теорема 2.107 (теорема Жордана об альтернативе). Пусть А -

матрица порядка тХп. Из двух систем

S,: Ax<09

S2: u'A = 09 и>0, иФО,

разрешима ровно одна.
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Если в теореме 2.106 положить

A = -b\ beRn; ВХ=В, Я2=0,

то после деления на и > 0 (и € R) получим теорему Фаркаша, которая
была уже выведена другим путем в § 2.1.

Известная теорема Фаркаша для неоднородной системы линейных

неравенств также может быть получена из теоремы 2.104.

Теорема 2.108 (теорема Фаркаша для неоднородных систем). Пусть
В - матрица порядка mXn.cER , Ь £ R w 0 Е R. #? двух систем

Sx:Bx< с, Ь'х > 0,

S2:B'y = b, <у<0, у>0

разрешима самое большее одна.

Доказательств о. Положим в теореме 2.104 f(x) = 0 - b* x; g(x) =

=
е, е = const, е < 0, С = R , h(x) = Вх - с. Если существует х £ R"

такой, что Вх < с, то по теореме 2.104 либо система Sx имеет решение,

либо существуют JTg R+ ,w Ф 0, iTe R+, w G R^, для которых

2(0- bx) + w ,(Ях-с) = -у'е>0 VjcGR". (2.135)

Отсюда, положив jT= w/w, получим

(0 - 7'c) + (у'В - b')x >0 V x £ R*. (2.136)

Но это возможно, лишь если одновременно В*у> = b и с'дГ< 0.
Следовательно, система 52 разрешима.

Наконец, с помощью простых примеров можно показать, что как

система Вх <с, так и В'у = Ь, у > 0, не обязательно имеют решения.

Перечень теорем об альтернативе для систем линейных неравенств,

которые могут быть получены описанным выше или подобным

способом, можно найти, например, в [59].



3. СОПРЯЖЕННЫЕ ФУНКЦИИ

3.1. Сопряженные множества

Теория сопряженных функций, основы которой были заложены

Фенхелем [26], образует важный подход к теории двойственности в

нелинейном программировании. Исходным пунктом для получения теорем
двойственности являются при этом двойственные друг другу задачи

описания выпуклых замкнутых множеств с помощью точечного определения
и через совокупность своих опорных гиперплоскостей.

Очевидно, что задача определения функции/множеством опорных к epi/
(hypo/) гиперплоскостей имеет смысл для выпуклых (вогнутых)
функций. Более того, при ближайшем рассмотрении оказывается, что, с одной

стороны, это "двойственное" описание / может привести к интересным

утверждениям и для невыпуклых (невогнутых) функций, а с другой, -

не каждая выпуклая (вогнутая) функция может быть описана подобным

образом.
Вначале мы введем для произвольных множествМ С R* X R = Rn понятие

сопряженного множества. Множества

Мс= {(y,yv)'GRn
+

,:/x-z<w Y(x,z)'eM}9 (3.1)

Мс= {(y,w)'GRn
+

l: y'x-z >w Y(x,z)'eM) (3.2)

называются множествами, сопряженными кМсверху и снизу соответственно.

Для М = R,ff 1
имеем М° = Мс = 0 . Если М = ф , то условимся, что М° =

Так как в последующем рассматриваются преимущественно
сопряженные сверху множества, то там, где это не приводит к

недоразумениям, мы будем их кратко называть сопряженными множествами.

Приведем геометрическую интерпретацию множества Af. Назовем ось

z пространства точек (дг, z)' вертикальной осью. Любая точка (у, w)'E
Е Мс обладает следующим свойством: порожденное невертикальной
гиперплоскостью

H(y,w)= {(x,z)'GRn
+

1:v'x-z=w)

полупространство

#-0>,w) = {(xtz)'eRn
+

X: y'x-z<w)

содержит множество М. По определению множества Af

МСН_(у, w) <=>(>>, wyeM0.
Отсюда следует
М С П Я_(у, vv).

(у. w)'e мс
7*

(3.3)

99



z°

0

-m*

-4

[

Щ\ tf^^*^ x

^\V

\p
Рис. 3.1 Рис. З.2.

Поскольку

M°= {О, w)'eRJ
п + t

sup (y'x -z)< w } ,

(*, z)' GAf

то для описания множества Мс достаточно уже знания совокупности всех

невертикальных опорных к множеству М гиперплоскостей

H(ytb)= {(x,z)'eRn+X: y'x-z=b}t

где Ь =

sup (У* - z) < о©.

(х, z)' &М

Пример 3.1. Для множества М - {(х, z)': jc, z е [0,а];а > 0 } CR1 (рис. 3.1)
имеем (рис. 3.2)

Mc = {(у, w)': yx-z<w V(x,zY*=M) =

= { (V, w)': у < 0, н> > 0 } и { (v, w)': .у > 0, w > ду > ,

Мс = { (У, и>)': >>х - z > w V (х, z)' еМ } =

= {(V, w)': jw - j > w, >> < 0 } и { (у, w)': w=-a,y>0} .

Вообще говоря, совершенно различные по своей природе множества

могут обладать одними и теми же сопряженными множествами. Так, легко

*^»

проверить, что для множествЛ/1 ~-*-{(в.МЖ;Х:))
выполняется равенствоМ\ = М{ =МС. Непосредственно из определенияМс иМс
следует, что

Mv СМ2=*М2ССМ1С (3.4)

и соответственно

М1СМ2~(М2)СС(М1)С (3.5)

Пример 3.2. Для изображенных на рис. 3.3 множеств Мг, М7 построены

множества, сопряженные сверху (рис. 3.4) и снизу (рис. 3.5). Легко видеть

справедливость соотношений (3.4) и (3.5).

Пусть (jc,z)'GR"+i и

H_(x,z) = {(y,w)'eRn
+ l: y'x-w<z).
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Из определения множества М° следует, что

О, но'ел/с*=> /х- w<z V(x, zjeM,

(х.г)'ем
и тем самым

Л/с= П H_(x,z). (3.6)

Как пересечение замкнутых полупространств Л/с — замкнутое выпуклое
множество.

Операцию образования сопряженного (сверху или снизу) множества

можно, в частности, применить к множеству, которое само является

сопряженным к заданному множеству М. Определим

МСС=(МС)С= П Н_(у, w)
(y,w)'GMc

(3.7)

и назовем Afc множеством, дважды сопряженным (сверху) к М.

Очевидно Мсс - замкнутое множество. Аналогично назовем

мссс = щссу = ((/цсуу = (Мсус
множеством, трижды сопряженным (сверху) к Л/, и т.д. Из (3.7) следует,
что

(х, z)' еМсс *=>у'х - z < w У(у и/)' еМс.
В силу (3.1) соотношение ух

- z < w V(y, w)' £ Mc выполняется, в

частности, для всех (х, z)' € Л/, т.е.

МСМСС. (3.8)

Замечание после примера 3.1 показывает, что равенством =Л/СС,вообще
говоря, не имеет места.

Однако, применяя (3.7) и (3.8), из (3.4) получим

МССС=(МСС)С=МС, (3-9)

потому что, с одной стороны, выполняется соотношение МСМСС=>МСЭ

2 (М сс)с = (Мс)сс =МССС, а с другой, - Мс С (Л/е)сс.
Из свойств (3.4), (3.8) и (3.9) следует, что соответствие между Мсс и

М является некоторой операцией взятия оболочки 3/, т.е. справедливы

Рис. 3.4. Рис. 3.5.
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соотношения

\)МСМСС,

2)Л/, СЛ/2 =>Л/,ГГСЛ*2Г<\

3)Мсс=(Мсе)се.

Ниже будет показано, какие множества характеризуются операцией
взятия оболочки М в том смысле, что выполняется равенство Мсс = М.

Это те надграфики М СR"+*, для которых наряду с точечным определением

возможно и двойственное описание как пересечения (замкнутых)
полупространств с невертикальными образующими гиперплоскостями.

Теорема 3.1. Пусть М CRrt+l - произвольное множество такое,

что Мс Фф Тогда Мс является замкнутым выпуклым надграфиком
некоторой функции g: D(g) -+R,D{g) CR".
Доказательство. Прежде всего заметим, что имеет место

соотношение

(y°,w0yeMc=>(y0,w)'eMc \w>w°. (зло)

Множество Мс не содержит вертикальных прямых, так как иначе

существовал бы вектор ~у° 6R" такой, что (у°9 w) G Мс для любого w < 0, а^это
противоречит (3.3). Поэтому для любого (у0 ,иР)'еЛ/с* имеем w° =

= inf w>—°°.
(у0 ,w)'€:MC

Поскольку ЛГ -^замкнутое выпуклое множество, то i}>09w0)' ЕМС.
Положив g(y°) = w° для у0 € ПК„(Л/Г), получим функцию g: D(g) =

= \\~n{MF) ~^R, у которой epi# =MC. Тем самым теорема доказана.

Согласно теоремам 2.56 и 2.84 надграфик epig функции g: D(g) -*R,
D(g) CR", тогда и только тогда является замкнутым выпуклым

множеством, когда g выпукла и замкнута снизу. Если М— непустое множество,

МсФф нМсс=М, то по теореме 3.1 множество М=МСС=(МС)С является

надграфиком некоторой замкнутой снизу выпуклой функции.
Как мы покажем ниже, справедливо и обратное утверждение, а именно,

имеет место следующая теорема.

Теорема 3.2. Непустое множество MCR"*1 тогда и только тогда

является надграфиком некоторой замкнутой снизу выпуклой функции,
когда МСС=М и Мс Ф ф.

Доказательство. В силу сказанного выше достаточно показать,

что для любого множества Л/скя+1, которое является награфиком
некоторой замкнутой снизу выпуклой функции, выполняется соотношение

МСС=М.

Как мы знаем, справедливо соотношение M<ZMCC. Согласно теоремам
2.56 и 2.84 Мкак надграфик замкнутой снизу выпуклой функции является

замкнутым выпуклым множеством, не содержащим вертикальных

прямых. В силу теоремы 2.77 существует невертикальная опорная к

Мгиперплоскость Я(д, а) такая, что MQH _ (а, а).
Пусть теперь (jc°, $°)'$М. Если а'х° - £° > а, то (х°, £°)'£#_ (д, а)

и тем самым, в силу (3.3) и (3.7), (л:0, £°)' £ Мсс.

Мы завершим доказательство, если покажем, что ни одна точка(дс0,^0)'^
ф Л/, для которой а!х° - £° <а, не принадлежитМсс. Пусть (дг°, £0)' £
4 Ми ах° - %° <а. Для множеств Сх =М и С2 = {(х°, £0)'} по теореме 2.38
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существует гиперплоскость Я = {(дг, £)' Е Rw+1: Ъ'х - ?£ = &} такая, что

Ь'*-7£<0<Ь'хо-7*° У(х,$)'еМ. (3.11)
Если мы выберем xED(f), то (х, £)' GЛ/для всех £ таких, что £ > /(*).

Отсюда и из левого неравенства в (3.11) получаем 7 >0. Для у> 0 имеем

и, следовательно, (д^, £0)' фмсс. ^

Если же у = 0, то из Я (д, а) и Я можно построить невертикальную

гиперплоскость, строго разделяющую Q и С2. Рассмотрим два случая.

Случай l.a'jP-f=CL
Тогда в силу (3.11), (3.12) и включения Л/СЯ _ (д, а) имеем

(д + ft )'х - £ < а + 0 < (д + ft)'*0 - ?° V (х, £)' € Л/,

т.е.

МСН_(а+Ъ, а+0), (х°,£о)'£#-(* + Ь,а+0).

Случай 2. а 'х° - £° < а. Тогда для любого р такого, что

а + £°-дх
0<
^?Г7 <>• (313)

согласно (3.11) и включению М СЯ_ (д, а) имеет место неравенство

(д + pft)х - ? < а + р0 < (д + pft)'jc° - £° V(x, £)' ЕЛ/,
т.е. Л/СЯ_ (д + pft, a + р0) и (дг°, $°)' £ Я_ (д + pft, а + р0). Тем самым

показано, что ни одна точка (х°, £0)' ^Л/не принадлежит Л/сс. Таким

образом, М=МСС.

Из предыдущих рассуждений вытекает следующее утверждение об

операции взятия оболочки М.

Теорема 3.3. Пусть множества МCRW+1 и Мс непусты. Тогда Мсс -

"наименьший" надграфик замкнутой снизу выпуклой функции g: D(g) -*

-+R,D{g) CR", со свойством Мсс = epig Э Л/.

Рис. 3.6.
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Доказательство. Пусть С -

пересечение всех надграфиков
замкнутых снизу выпуклых функций g: D(g) -+R,D(g) CR", со свойством

epigDM. Так как Мсс - замкнутый выпуклый надграфик некоторой
функции и МСМСС\ то, с одной стороны, имеем С СМСС а с другой, - в силу
CD М,выполняется С = (С)сс Э Мсс.

Следующая теорема содержит утверждение об опорных точках

гиперплоскостей, опорных к М и Мс (рис. 3.6).
Теорема 3.4. {теорема о симметрии). Пусть МCRW+1 -

произвольное непустое множество. Если (jc°,z0)' - опорная точка опорной к М

гиперплоскости H(y°,w°) такая, что MCH^(y°,w°)t то H(x°,z°) -

опорная кМс гиперплоскость, а (у0, w0)' - опорная точка этой гиперплоскости.

Доказательство. Учитывая условия теоремы, имеем

(х°, z°)'eMnH(y°, w°)~ v0'*0 - z° = w°, (3.14)

MCH_(y°, w°). (3.15)

Из (3.3) и (3.15) прежде всего следует (у0, w0)' eMe. Из (3.6) и (3.14)
вытекает Мс С#_ (дг, z°). В силу того, что

у°'х° - z° = w°*>y°'x0 - w° = z°,

очевидно, выполняется соотношение

(х°, z0)' еН(у°, w°)~ (y°,w°y е#(х°, z°). (3.16)
Поэтому в итоге имеем

(y°twoy.eMcnH(x°,z0). McCH_(x\z°),
•

т.е. (у0, w°)' - опорная точка гиперплоскости Н(х°, z° ), опорной к

множеству^.
В дальнейшем рассматриваются лишь такие множества Л/СК',+ 1,

которые являются надграфиком или подграфиком некоторой функции /:
£>(/)-R,D</) CR".

3.2. Сопряженные функции

Для функции/: D(f) -+ R, D(/)CRrt,имеем

epi/= {(*,z)': хей(П z>f(x)) ,

(epi/)' = (0. vv)': y'x -z <w V (x, z/Gepi/} =

= {(y,w)': y'x-f(x)<w \xED(f)} =

= {Cv. w)': sup {/*-/(*)}< °°, w> sup {y'x-f(x))).
xSD(f) x€D(/)

Такое представление множества (epi/)c позволяет ввести определение

сопряженных функций. С этой целью для произвольной функции/: D(f) -+

-*R, D(f) CR", введем множества

D(fc) = {yeR»: sup {y'x-f(x)}<oo)t (3.17)
xeo(f)

D(fc)={yER»: inf {y'x-fix)} >—}. (3.18)
*€£>(/)
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Функция

/С(У)= sup </*-/(*)}, yeD(fcl

называется сопряженной сверху (выпукло-сопряженной) функцией для /
и соответственно

/г(у) = inf {y'x-fix)), yeD(fe), (3.19)
x<=D(f)

- сопряженной снизу (вогнуто-сопряженной) функцией для/.
Из этого определения непосредственно вытекает, что

(еР1Я' = еР1Г,
т.е. сопряженное сверху множество для верхнего полуцилищфа epi /

совпадает с надграфиком функции / с. Соответственно

(hypo /)г= hypo fc.

Между сопряженными снизу и сопряженными сверху функциями

существует тесная взаимосвязь.

Теорема 3.5. Для произвольной функции /: D(f) -»R,Z)(/) CR",
справедливы соотношения

(~f)c 00 = -/*(- V), У eD((-f)c) = -D(fc). (3.20)

Доказательство. Для;' Е D((-f) c) имеем

(-Яс(У)= inf {/*-(-/(*))}= inf {-[(-Я'*-Л*)]> =

jceD(-/)=D(/) x^D{f)

= - sup {(^Ух-/(х)} = ~Г(-^).
x£D(/)

Из этой теоремы следует, что при изучении свойств сопряженных

функций можно ограничиться в основном сопряженными сверху функциями.
Поскольку в теории двойственности (см. § 5.2 и § 5.9) приходится
рассматривать главным образом сопряженные сверху функции для выпуклых

функций и лишь иногда
- сопряженные снизу функции для вогнутых

функций, то мы будем называть/0 просто сопряженной функцией.
В соответствии с геометрической интерпретацией множества Мс

получается, что для множества

0>,w)e(epi/)c=epi(/c), где yeD(fc), w =/*<»,

гиперплоскость Я (у, /с (у)) представляет собой невертикальную опорную
к epi/ гиперплоскость. Обратно, если Я (у, w) -

опорная к epi /
гиперплоскость, то с необходимостью yGD(fc) и w=fc(y). Если не существует
таких гиперплоскостей, то

sup {y'x-f(x)) = °° VyGR",
xGD(/)

и тем самым D(fc) = ф

Например, для функции / (х ) = х3, х ER, имеем

sup {ух - х3 } =°° \ у ER.
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Пример 3.3. Пусть задана функция (рис. 3.7)

{-х/2
при -2<х<0,

х{2-х) при 0 <дг< 2,
х- 2 при 2 <х< о».

С помощью приведенной выше геометрической интерпретации можно по заданному

вектору нормали 0\-1)'к гиперплоскости //0'»н') последовательно построить

сопряженную функцию/0 (рис. 3.8). А именно, получим

(-2у-1 при -оо < у < _1/2,
]С(У)=\ 0 при -1/2<у<0,

I 2у при 0 <у < 1.

В частном случае М
= epi /. Из свойств, которые были установлены в

§ 3.1 для сопряженных множеств Мс, непосредственно вытекают следующие
утверждения.

Теорема 3.6. 1) Пусть заданы функции f\\ D(J\) ->R,/2: D(f2) -*

-+R, uD{fx) CD(f2). Тогда, если существуютf $ и /£, то

/iW</iW VxGD(T1)-/1cO0>/2C(v) VyeD(ff). (3.21)

2) ffoii* функция/: D(f) ->R такова, что существует /c, то

D(fcc) DD(f); /cc(x) </(x) \xGD(f).

3) Если функция/: D(f) -*R такова, что существует /с, то

/ccc(y) =/c(y) V.y eD(fc)=D(fccc).

По теореме 2.77 для любой выпуклой функции /: D{f) -*R в каждой
точке дг° £ x'\D(f) существует по меньшей мере одна невертикальная
опорная гиперплоскость. Поэтому для выпуклых функций D(f c) Ф 0, и

соответствующие предположения теоремы 3.6 для выпуклых функций могут быть

опущены.
Из теоремы 3.1 сразу же получается следующая теорема.

Теорема 3.7. Пусть /: D(f) ->R, D{f) CR", - произвольная

функция, у которой D(fc) Ф ф.Тогда /с на выпуклом множестве D(f c)
является замкнутой снизу выпуклой функцией.

Рис. 3.7. Рис. 3.8.
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Соответственно из теоремы 3.2 вытекает следующая теорема.

Теорема 3.8. Функция /: D(f) ->R, D(0 CR", гогдсг и только тогда

замкнута снизу и выпукла, когда

D(fcc) = D(f); fcc(x)=f(x) VxGDif).

При мер 3.4. Для приведенной в примере 3.3 функции /имеем (рис. 3.9)

/<*(*) -

В следующем утверждении используется связь между сопряженными

функциями для / и/.

Теорема 3.9. Дая произвольной функции /: D(f) -+R, D(f) QRnt
у которой D(fc) Ф ф, имеем

d«J)c) =я(/с), (Лс(у)=Г(у) VyeD(f).

Доказательство. Условие D(f с) Фф обеспечивает

существование /с. Согласно теореме 3.7 fcявляется замкнутой снизу выпуклой
функцией на множестве D(fc). По теореме 2.84 epi/6' замкнуто тогда и

только тогда, когда

Далее в силу теорем 3.6 и 3.8 имеем

(/)Г = (/СС)С = (ПСГ=/С=(/Г).

Из теоремы 3.3 вытекает следующее утверждение о "наибольшей"

(поточечно) замкнутой снизу выпуклой функции, которая лежит "ниже"

заданной функции.

Теорема 3.10. Пусть /: D(f) -»R,D{f) CR", - произвольная
функция, у которой 0{/с)Фф. Тогда g=fcc - "наибольшая" (поточечно)
замкнутая снизу выпуклая функция, обладающая свойством

f(x)>g(x) VxeD(f).

Для дальнейшего изучения связи между/и fcc приведем без

доказательства следующую теорему.

Теорема 3.11. Пусть /: D(f) ->R,D(f) £RW, - произвольная
функция, 0(/с)Фф и D = {xeD(f): lxlyx2GD(f),xe (xlfx2),f(x)>
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> tf{xl) + (\-t)f(x2)vte(09i))
Тогда

1) C(D(f))CD(fcc)CC(D(f)Y

2) ни через одну точку (х, f (x))' G
Е Rw+1, где xED, не проходит

гиперплоскость, опорная к epi/, т.е.

f(x)>fcc(x) \xGD.

Для некоторых функций /

существуют выпуклые функции h: D(f) ->

-* R, которые не являются

замкнутыми снизу и для которых выполняется

h(x)<f(x) Vx€£>(/), но h(x°)>
> fcc(x°) для некоторых граничных

точек дг° множества D(fcc) и, в

частности, для точек, принадлежащих

D{f).
Иллюстрацией к теореме 3.10

служит следующий пример.

При мер 3.5. Пусть функция / задана соотношениями />(/) = [-1, 1] CR и

[ (sgnjc)*2 при хе [-1, 1),

v 2 при х= 1.

С помощью простых выкладок получаем (см. рис. 3.10)

-1 +2(ч/Т-1)(х + 1) при хе[-\,>Д- 1),

х2 при хе [v?- 1, 1).

Функция //, получающаяся из# по правилу

(*(*) при °*е (-1,1),

> 2 при х = 1,

дает пример ситуации, упомянутой после теоремы 3.11.

Из теоремы 4.4 вытекает интересная зависимость между

субдифференциалами функций / и / с.
Теорема 3.12. Пусть /: D(f) ->R,Z>(/) CR", -

произвольная

функция и х° GD(f). Справедливы соотношения:

\)у° G дГ(х°)<=>Г(у0) +/(х°) =/'x°; (3.22)
2)/ € bf(x°)<=*x° е Э/< (у0).

"

(3.23)

Доказательство. 1. В силу определений субдифференциала и

функции fc точка у° тогда и только тогда принадлежит

субдифференциалу Э/(х°), когда Я(у°,/С(у0)) является гиперплоскостью, опорной к

epi/, с опорной точкой (x°,f(x°))\ т.е. вьшолняется (3.22) и epi/C
ся_(Л/<о0)).

2. Пусть у0 £д/(х°). По доказанному выше #(у°,/г0'°)) является

гиперплоскостью, опорной к epi/ с опорной точкой (дс°,/(дг0))'.
Применим теперь теорему 3.4 к множеству М = epi/. Она утверждает, что

*(*) = /' с(д)= {
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H(x°,f(x0)) является гиперплоскостью, опорной к (epi/)c = epi/c с

опорной точкой (у°,/с(у0))'. При этом необходимо, чтобы выполнялось

epi/cC#_(;c0,/(*0)), что влечет х° ebfc(y°).
Точки х° и д>°, удовлетворяющие соотношению

/V)+/(*•)-/'*°.
называются сопряженными (друг к другу ) точками.

Если/: D(f) ->R - вьшуклая функция, то по теореме 2.77 для каждого

дг° Е ri D(f) существует хотя бы одна сопряженная точка .у0.
Следующие три теоремы могут быть полезны при нахождении

сопряженных функций.

Теорема 3.13. Пусть /: D(f) -> R, D(f) С R* - произвольная

функция, a f - сопряженная для /. Тогда функция, сопряженная для

функции g(x) = af(x)+z'x+f}, где xeD(f), zGR", a,0GR; а>0, имеет вид

gc(y)=<*fc((y -*)/<*), где yeD(gc) = ctD(fc) + z.

Доказательство. В силу равенства D(f) = D(g) имеем

a sup 1(^)дс-/(дс))-0= sup {(y-z)'x-*f(x)-&) =

=
sup {y'x - (af(x) + zx + 0)} =

sup {/дг -#(дг)} .

xeD(/) x<ED(g)

Теорема 3.14. Пусть /: Rn -> R - произвольная функция, А -

матрица размера mXny r(A) = m<n, />ER". Гогдя

fc(Au-b) = hc(u) VueD(hc)9 (3.24)

где функция h: Rm -* R илдеег вид

A(z) = inf {/A+/(?)} , yz = {jHGRw:^> = z}.
^rz

Доказательство. Для и£D(hc) имеем

Ас(и) = sup {i/z-A(z)} =

= sud (w'z+ sup{-/b-/0)}} =
sup { sup {u'z-y'b-fiy)}) =

z6Rm y^Yz zeRm убУг

= supfi{Uw-b)V-/(y)}=/cUt/-b).

Теорема 3.15. Пусть /: D(f)-*• R, £>(/) С R", - сепарабельная
функция вида

f(x)=f(xl,x2) = fx(xl)+f2(x2), (x\x2)'GD(f)=D(fl)XD(f2),

D{fi)CRk, D(/2)CR', k+l = n.

Тогда сопряженная функция fc также сепарабельна:

Г(у)=Г(у\у2)=П(у1)+П(у2),

(y\y2)feD(fcl)XD(f^)cRkxR!.
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Доказательство. Для у GD(fc) имеем

/C(V)= sup {y'x-f(x))= sup {/'x1+/V-/l(x,)-/2(x2)}=
x£D(f) {xx ,x2YeD(f)

=

sup {/V -ft(x1)) + sup b2V-/2(x2)}=/TO,)+/2c(V2).

Многократно применяя теорему 3.1S к функции

/= 1

получим

/С(У) = ДЛС(У/) У^ = (у,,..л)'е/)(П.

Завершим данный параграф теоремой о сопряженных для функций вида

/:RW->R (см. п. 2.2.7).
Для /: R* ->R сопряженная функция fc: Rn -* R определяется

согласно правилу

/с(у)= sud {/дг-/(дг)}= sup {/*-/(*)}, уек". (3.25)
*eR xGdom/

Из теорем 3.2 и 2.89 вытекает следующая теорема.
_

Теорема 3.16. Собственно выпуклая функция /: R* -> R гогдд и

только тогда полунепрерывна снизу на Rn, к-ягдя

/(*)=/**(*) VjcGR'1.

/Гош функция /:R"-*R не является собственно выпуклой и f(x) =

= — оо хотя бы для одной точки х, то

/<*(*) =-оо VJCGR'1.

3.3. Примеры сопряженных функций

Цель данного параграфа состоит в нахождении для некоторых

важных классов функций соответствующих сопряженных (сверху) функций.
3.3.1. Аффинные функции. Для аффинных функций /:/)(/)-*R вида

Л*) »«'* + *. aGR", bGR, D(f) = Rn, (3.26)

имеем

i t , x i , ( °°
ПРИ У^а*

supn{yx-ax-b}= supni(y-a)x-b}= \
*GR x€Rn l -Ь При У=а,

I
c

и поэтому D(f ) = (a} , / (д) = - b.

Функция (3.26) выпукла и замкнута снизу, следовательно, по

теореме 3.8

/сс(х)=/(х) VxGR".

Теорема 3.17. Аффинная функция f(x) = a'x + bt D(f) = Rn\a G R",
bGR, является сопряженной для функции g(y) = -b, D(g) ={a) CR";
bGR.
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3.2.2. Положительно однородные функции. Пусть функция /: R" -> R

положительно однородна степени 1, т.е.

f(kx)
= \f(x) VxGR", VXGR+.

В силу равенства

у'(\х) -f(\x) = Цу'х -/(*)) VX e R+

для произвольного фиксированного x°GRn получим

/С(У)= supn{y'x-f(x)) > sup \{y'x°-f(x0)) . (3.27)

Если для заданного yGRn выполняется

y'x-f(x)<0 VxGR",

то

0>/c0)= supn{y'x-f(x)} > sup \{y'x°-f(x0)) = 0 (3.28)
t6R \eR

+

и тем самым у еД/с), /c(v) = 0.

Если же для заданного .yGR" существует единственный х°, для

которого у'х° -Дх°)>0, то из (3.27) следует

sup,, {/*-/(*)}
= - y$D(fc).

jcGR

Поэтому справедливо следующее утверждение.

Теорема 3.18. Пусть /: R" -* R - положительно однородная
степени 1 выпуклая функция. Тогда D(fc) = {y€Rn: y'x -f(x)<0 Wx G

GR"} *0 w /С(У) = 0 VyeD(fc).

Пример 3.6. Евклидова норма в R

fix) * l*l = (*; +
... + *},)1'2, ^6Rn,

является положительно однородной функцией степени 1. Простые рассуждения
показывают, что

D(fc) = {y€ZRn: |yl<l}f /CCV) = 0 VyeD(fc).

3.3.3. Кусочно-линейные функции. Для функции

/(*)= max/,(*), xGR",
/= i ,2

где

/,(*)=«'* + */, e'eR", ft,GR, / = 1,2; fl1 *д2,

имеем

Z>(/c)=[fl1^2]={^:^ = Xa1 + (l-X)*2,XG[0,l]b

/cO)=-X^i -(1-X)ft2 VyGD(fc).

Для доказательства этого утверждения необходимо рассмотреть два

случая.

Случай 1. у£ [а1 ,а2]. Множество [а1,а2] компактно и выпукло.

По второй теореме отделимости (теорема 2.36) существует
гиперплоскость Ну которая строго разделяет у и [а1, а2]. Следовательно; най-

111



дутся х° ERn и а £ R такие, что

jfi'y =ух° >а = max a'V. (3.29)
/=1,2

Далее, справедливо равенство

sup {y'(hx°) - max { ar(hx°) + Ь, }} =

Л>0 /=1,2

= sup/i{/x°- max {e''jc°+ *//*}) .

Л>0 1=1,2

В силу (3.29) полученное выражение не ограничено при Л -* °°.

Поэтому y£D(fc).
С л у ч а й 2. у Е [а1, а2 ]. Тогда .у = Ад1 + (1 - Х)д2 для некоторого^

£ [0, 1] и потому

supn{(\al + (1 -\)a2)'x-f(x)} =

sup,, {(X*1 +(1 -\)a2)'x-

- max {a1 x + b,}} < X sup {a1 x - maxfj'x + &,- }} +

/=1,2 jcGR

+ (1 -X)sup„U2';c- max {arx + 6,-}} = X(- Ы + (1 -X)(-b2).
*GRn /= 1 ,2

Вt силу того, что а1 T^fl2, существует хотя бы один х*, для которого
alx* + bx = я2 x* +b2. Для такого х* имеем

(Ад1 +(1 -A)j2)V -/(х*) = (Хд1 +(1 -\)а2)'х* -ах'х* -Ьх =

= Xj!V +(1 -XXe!V + ft, -Ы-в1'*'-*! =Х(-Ь,)+(1 -Х)(-Ь2).

Отсюда следует yED(fc) и /Чу) = Х(—Z>i) + (1 -ХХ-Ь2).
3.3.4. Функции, постоянные на полупространстве. Пусть а Е R", а Ф

ФЪ\ b,cGR,

f(x) = b VxGD(f)={xeRn: a'x<c), yER".

Выделим следующие случаи.
Случай 1. Точка у не лежит в подпространстве,порожденном

вектором а. Тогда для сколь угодно большого d>0 имеем

{x:y'x>d} П {х:а'х<с} Фф
и тем самым sup {y'x-f(x)} =°°.

Случай 2. у
= 0. При этом

Г(0)= sup {-/(*» = -*•

Случай 3. у
=

ра, р>0. Для полупространства #£ = {x:y'x<g},gE
ER, выполняются включения

#£ С {х: ах<с) при #/р<с,

HLd {x:a'x<c} при glp>c.
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Полагая #£ = #£n {x:a'x<c) , получим

/'(у) =/%**)= sup { sup {*'x-/(x)}} =

= sup { sup {y'x - b )} =
pc -b.

*eR x<=h£

Случай 4. y
=

pay p < 0. Поскольку при £>pc полупространствоHL

содержит все x, для которых а'х =
с, то Я£^0 для достаточно

большого £ G R. Поэтому

sup„{/x-/(x)} =sup( sup {y'x-f(x)}} = sup{g-b) = «>.
*ек *ек ле£* *eR

Подводя итог, получаем

D(fc)={y:y =
pat p>0}, fc(y) = pc-b VyeD(fc).

3.3.5. Квадратичные формы. Пусть С - симметрическая матрица по-

1
,

х
,

рядка л X п, dG R , Q(x) = — х Сх -

квадратичная форма, /(х) =—х Сх +

+ d'x, xGRw. Если Q положительно полуопределена, то, очевидно, / —

выпуклая функция.
Пусть Мм обозначает нуль-пространство матрицы С. MN ={x:Cx=0},

a MR -

пространство образов матрицы С: MR
= {у: Сх =

у, х G R" } .

Множества Л/дг и Л/д ортогональны друг к другу, т.е.

х>=0 V(x^)GAfArX^.

Как известно, MNC\MR ={0} и М^ +Л/Л =Яп. Покажем, что fc(Cx) =

= -х'Сх, D(fc) = MR.
2

Ограничимся вначале случаем rf = 0.

Пусть yED(fc). Для произвольного х* ЕМ^ получим

~>/с(у)= sugn {/*-/(*)}
>

>sup {/(А**)---(Ах*)'С(Хх*)} =

sup Х{/х'} .

\GR 2 \GR

Поэтому должно выполняться равенство у'х* = 0, т.е. y€MR и D(fc)C
QMR.

Чтобы показать справедливость противоположного включения,

рассмотрим произвольный вектор yEMR. В этом случае у* =Сх*,х* GR" , и

потому

ГС(У*) =/с(Сх*) =

sup„ (х'Сх* - -х'Сх) =

= -х*Сг* + sup I (х-х*)'С(х-х*) =~х*Сх* <~
2

# хЛп\ 2 I 2
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С помощью теоремы 3.13 получаем следующее утверждение.

Теорема 3.19. Пусть С - симметрическая матрица порядка пХп,

Q(x) = —х'Сх - квадратичная форма, fix) = —х'Сх +d х Ух G R", d G R".
2 2

1) /fc/ш Q положительно полуопределена, то

Difc)={z=y+d: yGMR}, fc(Cx+d) = —x'Cx VxGR".
2

2) Если Q положительно определена, то

Заметим что во втором случае в силу положительной Определенности

Q существует обратная матрица С"1 и уравнение у
= Сх + d имеет

решение х = С'1(у -и)-
Проиллюстрируем это замечание на примере.

Пример 3.7. Функция fix) - х2, х е R, является частным случаем

квадратичной формы, у которой С= (2) и </ = 0, Следовательно,fc(y) - v2/4, yeD(fc) = R.

3.4. Сопряженные для дифференцируемых функций

Пусть /: Rn -* R — заданная выпуклая функция. Предположим, что для

у0 Е Rn существует х° £ R" такое, что функция / дифференцируема в

окрестности х° и выполняется равенство у° = V/(jc°). Тогда для у0 =

= Vfix°) имеем

f(x)> f(x°) + V/(jc°)'(jc - jc°) = /(x°) +у°\х - x°) VjcGR".

Это влечет неравенство

y°'x° -f{x°)>y°'x-fix) VjcGR".

Отсюда, в свою очередь, следует

y°eDifc), fciy°)=y°'x° -fix0).

Таким образом, у0 = V/(jt°) и дг° - сопряженные точки. Касательная

гиперплоскость #(У\/С(,У0))» проходящая через точку ix°,fix°))\
является, очевидно, опорной к epi/.

Пусть теперь /: R" -» R - дифференцируемая функция, для которой
у

- gix) = Vfix), xER", является взаимно однозначным отображением
пространства R" на себя с обратным отображением х = yiy). Тогда
функция fc может быть определена явно:

/4v) = /*O)-/(*00), yeRn. (З.зо)

Если не налагать на / достаточно сильных предположений, то нельзя

ожидать, что приведенные выше рассуждения дадут явное представление
функции fc. Дело в том, что множество образов g будет, вообще говоря,
собственным подмножеством пространства R". Кроме того, не каждый

y€D(fc) можно представить в форме y=Vfix) при подходящем дг,

даже если / дифференцируема для всех xEimDif). Чтобы обойти

трудности, которые могли бы встретиться по этой причине при выводе теорем

114



двойственности, мы ограничимся далее такими функциями, которые

удовлетворяют определенным дополнительным "условиям регулярности"
(см. в этой связи, например, работу Стоера и Витцгала [79]).
Мы сформулируем следующее условие регулярности (R).

Пусть /: Dif)^ R, D(f)C R", - выпуклая функция такая, что через

каждую относительную граничную точку множества epi/ проходит самое

большее одна невертикальная опорная гиперплоскость. Функция /

удовлетворяет условию регулярности (R) тогда и только тогда, когда:

а) intZ)(/)*0;
б) / дифференцируема на intD(f) (отсюда в силу теоремы 2.82 через

каждую точку (*,/(„*))', xGintD(/), проходит в точности одна

невертикальная опорная гиперплоскость);
в) все остальные гиперплоскости, опорные к epi/ (т.е. исключая

опорные гиперплоскости, проходящие через точки (*,/(*))\ xEinxD(f)),
являются вертикальными.

Условие регулярности (R) - весьма сильное требование,
накладываемое на функцию /. Например, оно не выполняется для следующей
замкнутой снизу выпуклой функции:

f(x) = x\ xeD(f)= [-1,1], />(/)CR.

Действительно, уравнение ух - z -у
- 1 для каждого у > 2

определяет невертикальную гиперплоскость, опорную к epi/в точке (1, 1)'€R2.
Имеет место следующая теорема.

Теорема 3.20. Пусть D(f)CRn - открытое выпуклое множество

и /: D{f) -► R - выпуклая функция, удовлетворяющая условию
регулярности (Л). Для любого у0 G r\D(fc),существуетх° £ mtD(f) такой, что

y° = Vf(x°)u

/c(V°)=/r(V/(x°))= [Vf(x0)]'x° -/(jc°).

Доказательство. Теорема 3.12 в применении к fc
гарантирует для у0 G riD(fc) существование невертикальной гиперплоскости Н =

= {(У, w)':x°'y - w=r0} , опорной к epi/c в точке О'0»*'0)'» гДе w° =

= ГС(У°). При этом r°=/C*°), a fi={(x.z)': y°'x-z = w0)-
невертикальная гиперплоскость, опорная к epi/ в точке (x°tf(x°))\ Согласно

замечанию к условию (R) отсюда вытекает х° £ inxD(f).
Для дифференцируемой замкнутой снизу выпуклой на открытом

множестве D(f) функции / условие регулярности (R) всегда выполнено.

Поэтому для таких функций справедливо утверждение теоремы 3.20.

Пример 3.8. Функция

1<дг
- 1)3/3 при хб(1,«),

0 при xg [-1,1|, />(/)= R,

-(*+ 1)3/3 При Х€(-оо,-1)

замкнута снизу, выпукла и дифференцируема. Ее производная имеет вид

/ (х - \)2 при хе(1,ов),

/'(*) = ] 0 при хб|-1, 1],

ч-<х+1)8 при дсе (-«>,-1)

8'
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и поэтому Dif ) = R. Для каждого ;eR по теореме 3.20 найдется хотя бы один
xeR такой, что f'(x)=y. При этом для всех хе[- 1,1] выполняется равенство

у = 0 = fix), следовательно, у
= 0 -сопряженная точка для каждого хб[-1,1). В

случае у < 0 соответствующая сопряженная точка х Получается однозначно путем

решения уравнения у = - (х + I)2 относительно х: х = - (->0|/2- 1. В случае у > 0

имеем соответственно х =у1п + 1

Согласно теореме 3.20

^ + 2у,,а/3

Лу) = 0

при у > 0,

при >> = 0,

{-[у -2(-уУ,2/3) при >><0.

Функция /с не дифференцируема в точке }'
= 0и не удовлетворяет также

условию регулярности (/?)•

Пример 3.9. Функция

/(*) =

f-vs при х е [VJ, «>),/х- - Г

VSit/2+1/2 при дс е (-~, ч/5),

выпукла и дифференцируема. Ее производная имеет вид

х

Я(Я = К.

/'(х)■ ч£/дс* - 1

.

- y/S/2
и поэтому

-n/?/2</'(jc) <- 1 VxeR.

Справедливы соотношения:

При ДС G [v/J, oo),

при xG (-~,%/5),

/*(- 1) = max J su

= lim (-x+V*2 - 0 = 0;

sup (-x + n/x*
\/5

X2 - 1), Slip (-ДГ+ * J
x<sf?\ 2 2/

(3.31)

sup { yx - /(x)} = oo для ^ > - 1 и для у < - у/?/2.
xGR

Таким образом, с учетом (3.31) имеем D{fc) = [- >/572, - 1 ].
Для любого у0 е [- %/F/2, - 1) найдется x°GR такой, что

/V)^0*0 -/(х°). (3.32)

Для у0 = - >/?/2 равенство (3.32) выполняется даже при всех х < >/?. С помощью
подстановки у =/'(*) получаем следующее явное представление функции/0:

/С(*) =
У
У2- 1

./
1

■ у/У2 - 1, ^€[-V?/2, -1). (3.33)

При этом следует обратить внимание на то, что хотя точка у0 = - 1 и принадлежит
множеству />СГ), тем не менее для у0 не существует сопряженной точки х° G /)(/)•

П р и м е р 3.10. Функция

/(х) =/(х,, х,) = х2 - ч/хУ^Т,

(х,, ха)' е /)(/) = ((xlfx2)' e R2: х, > 1, ха > 0} ,являетсясейарабельной:/ (х) =

=/|(х,)+/»(Ха) . где/,^) =-vxf -!,/,(*») = *}.
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По теореме 3.15 имеем

ГС(У) = /fOS) +//0'а>. У
= 0>1.УгУ e/>(/f) X />(/аС).

Сначала мы определим /£:

/iCVa)= SUP (->Ч*а -Л(*а)}-
*aeR+

Так как ytx,
- х\ < 0 для любых .у, < 0 и х2 > О, то

/2CCV3)= SUP {-^а -A) =0» ^а <°-

Ха>0

Применяя теорему 3.20, определим /jC^a) ДЛ* .Уз > 0- Подучим

с (^5/4 при y,eR+,

I 0 при уг < 0.

Теперь определим /f. Для произвольного ^j < - 1 вьшолняется неравенство

Уххх + \Jx\ - Г< 0 при всех Jtj > 0. Дляд^
= - 1 имеем

п ,
-1

lim О^а+л/яГ7!)- Km
—7==i =/С(-1) = 0.

xx~**> хх "�«• %/*i - 1 +*i

Для произвольного фиксированного ^ < - 1 известными методами
дифференциального исчисления получаем

Для произвольного фиксированного ух > - 1 имеем

lim (VjXj + \/*! - 1*)= lim xLj + >/l Is

Поэтому D(fx)
= (- oo, - 1].

Подводя итог, заключаем:

D(fc ) = (-«», - 1] X R,

У\И -у/уГ^Т при^-1, у% >0,

/*(*.*>-< „
при ,,<-!, v,<0.

1 n

П ри ме рЗ.П. Пусть f(x)=f{xx хп) = — 2 *,!*, дг е R11; р > 1. Для

произвольного ;6R имеем
р i = 1

sup у'х L l*/l U sup Е >^,- Z |дг,Г >0.

р /=1 / x<=Rn (/=1 р /=1 j

Поскольку sup {.у'х Е |x/r°}< sup | Г I l_v/l Iдг/1 \х(\р\\
х^Кп\ Р /=i j ,еК»Ь=1 \ Р /I

и| 2: I I _v-- IIJC--1 |jc.!p|U-oo при 1дг »- + <», то sup [у'х L \Х;\Р\
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достигается по крайней мере в одной точке х* GRn с I дг* I < +«>. Функция \у'х -

1 " )"~ — £ \xi}f}{> xGRn, p > 1, дифференцируема для произвольного фиксирован-
Р i = 1 )

ного у € Кл. Поэтому

Jjr'x z U,lpl =^-*n^|x;ip"!*0, i=l,...,w.
bXj [ р /=1 J |x =

x

Отсюда следует sgnjc*= sgn^j и | дг^| = \у/\
'^ "

*', /= 1,.. . п.

Таким образом, для заданного у е RN имеется ровно один х е Rn% для которого

выполнены необходимые условия оптимальности

\ух L Цс/|р> = 0, /= 1 я.

**/ I Р / = l J

Искомый супремум должен достигаться в этой точке. Поэтому получаем

D(fc) = К",

р - 1 л
и

1 л
п р

/00 = £ |*;ip=— L l^-l*; <7= .

Р /= 1 ? / = 1 Р~ *



4. КРИТЕРИИ ОПТИМАЛЬНОСТИ

4.1. Постановка задачи

Критериями оптимальности называют необходимые и (или) достаточные

условия для того, чтобы вектор х° € R" являлся решением задачи

математического программирования. Критерии оптимальности важны как при

теоретических исследованиях, так и при численном решении задач. Ниже

мы выведем локальные и глобальные критерии оптимальности (в том числе

так называемые критерии седловой точки).
С этой целью мы рассмотрим общую задачу математического

программирования

P:min{f(x): х EG CRn),

где /: Rn -* R, а также ее частные случаи
- задачи Рх и Р*, допустимые

области которых определяются с помощью неравенств и (или) уравнений
(см. (1.4)). Задача "\ имеет вид

Рх\ min { /(*): xGG) t

rjxeG = {xERn: *(*)<()},/: R" - R, ^:Rw->Rm.
Обозначая / = {1,..., m) , g = (gx,...,gm)', допустимое множество G

задачи Р\ можем представить в форме
<7 = {jceR": g,{x)<0, /е/}.

Задача Р* записывается следующим образом:

/>?: min{/(*): xGG*} ,

rfleG*={xGR": g(x)<0,h(x) = 0) J: Rw-R,g: Rn-+Rm,h: R" -*R";
myp> 1. Множество G

*
можно представить также в виде

G*={xGRn: #,(*)< 0,/€/; АД*)
= О, /ЕГ} ,

где# = 0Г1 gm)\ А =(*,..... Ар)\ / = {1,...,ш>, /• = (1 р>.
В 4.2.1 приводятся локальные критерии оптимальности для задачи Р

(см. также [39]), в то время как в п. 4.2.2 и 4.2.4 развивается локальная

теория множителей Лагранжа для задач Рх и Р* соответственно (см.,

например, [27,56,59,71,96]).
Классическая теория множителей Лагранжа для задач с ограничениями

в форме равенств уже излагалась сокращенно в § 1.3. Обобщая
рассмотренные выше вопросы, мы обсудим в § 4.3 глобальную теорию множителей

Лагранжа для задачи Рх, при этом существенным требованием окажется

выпуклость функций / и g.
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4.2. Локальные критерии оптимальности

4.2.1. Локальные критерии оптимальности для задачи Р. Пусть в

дальнейшем /: R" -* R - дифференцируемая функция. На множество G С R" не

налагается никаких специальных предположений.
Вначале мы рассмотрим сходящиеся последовательности {х )CR"

специального вида. Последовательность (**} такая, что хк -> х° (к -►<»),
называется сходящейся к х° в направлении zGR" (кратко: направленно
сходящейся к х°), если

ton

*~*

=z, II z 1=1. (4.1)
*-- |JC*-X° I

При выполнении условия (4.1) мы будем писать

хк*-+х\ (4.2)

Очевидно, из любой сходящейся к х° последовательности {хк} можно

выбрать направленно сходящуюся подпоследовательность, если х Ф х°

для бесконечно большого числа номеров к. В самом деле, если {х } —

сходящаяся к х° последовательность и хк Ф х° для к > к0, то все члены

последовательности {zk}9 где

к
хк~х°

\\хК -х° II

являются элементами компактного множества { х Е R": II х II = 1} .

Поэтому {zk} имеет хотя бы одну предельную точку z. Следовательно, в{гк )
существует подпоследовательность, сходящаяся к z, а тем самым и

направленно сходящаяся кх° подпоследовательность из{хк} .

Следующее утверждение о дифференцируемых функциях можно считать

некоторым обращением свойств производной по направлению.

Теорема 4.1.Пусть последовательность {хк} сходится к х°в

направлении z. Тогда:

1) если функция /: R* -> R дифференцируема в точке х°, то

Um fk'f^ =г'П(х°); (4.3)
k - * И* — jc° II

2) если функция f: Rn -* R дважды дифференцируема в точке х°, то

hm —j
— =—zV2f(x°)z. (4.4)

Доказательство. 1. По предположению

|e
f(x)-f(x0)-(x-x°)'Vf(x0)

lim =0
*-*х° \\х-х°\\

Кроме того, существует предел

(хк -х0)'
1™ -V* 5Т V^°)

=
*W)•

Х*Д х° IIхл —л:0 II
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Отсюда

ton
f(x") - f(x°)-(**- х°)V/(*°)

l**-*° II

f(xk)-f(x°)

(xk - x0)'

Tlxo И ЛГ* - JC° ИxK -+ x

V/(*°) =

л
fc _► x

о || X — X

= z'vf(x°).

2. Доказательство второго утверждения проводится аналогично.

Т(я°)+х°

Рис. 4.1.

Как обобщение понятия касательной гиперплоскости к

гиперповерхности, мы определим касательный конус Т(х°) к множеству G в точке дг Е G:

r(Jc°) = {Xz: llzl=l, l{xk)GG, xklx°;\eR+). (4.5)

Для любой внутренней точки х° множества G, очевидно, справедливо

Т(х°) = R". Для изолированных точекх° мы полагаем Т(х°) ={0}.
Как легко видеть, множество Т(х°) действительно является конусом.

Пример 4.1. Пусть G-{xGR2: х\ +jcJ = 1, хх > 0, 0<дса <2). Для точки

х° =(0, 1)' имеем (рис. 4.1)

T(x°)={zeR2: z2 =0;Zj>0}.

В следующей теореме сформулировано важное свойство касательного

конуса.

Теорема 4.2. Для любого х° Е G касательный конус Т(х°) замкнут.

Доказательство. Достаточно показать, что для любой

последовательности {z7} такой, что z7 -> z, zl Е Т(х°), II z' II = 1, справедливо z Е Т(х0).
По предположению для каждого zl существует последовательность {хк*1),

для которой дг*'7-> дг°. Поэтому для любого натурального числа s можно

найти номера ls и fc, такие, что

5 WxKf's-x0 II
z1* <

1

2s

||z7*-zll<— .

zs

121



Следовательно,

\ Ijf*f'l-JC0 II 1 J |JC**'*-JC° II

+ II zls-z ||<— + — =
—

.

2s 2s s

Тем самым последовательность {x5} С G,xs = ***'*, сходится к *° в

направлении z, т.е. z G Г(*°).
Полученные нами предварительные результаты позволяют

сформулировать необходимые критерии для существования локального минимума

функции / на множестве G.

Теорема 4.3. Пусть функция /: R" -+ R дифференцируема в точке

х° G G. Если / достигает в х° GG локального минимума на G, то

Vf(x°)'z>0 VzeT(x°).

Доказательство. Для z = 0 HMeeM*V/(*°)'z = 0. Пусть z G Т(х°),
гФО. Тогда существуют XGR+ и z* € Г(*°), Hz* II = 1, такие, что z = Xz*.

*

Пусть, далее, {хк) С G - последовательность, для которой х
к -+ х°.

Так как функция / достигает в *° локального минимума на (7, то для

достаточно большого к выполняется неравенство /(**) > f(x°). Отсюда
с учетом теоремы 4.1 следует

к - оо II JC^ — JC° II

а потому и V/(*°)'z > 0.

Теорема 4.4. Пусть функция /: R" -* R дважды дифференцируема в

точке х° G G Если f достигает в х° локального минимума на G и

Vf(x°) = 0,To

z'V2f(x°)z>0 VzeT(x°)*\
Доказательство. Пусть {**} CG - последовательность такая, что

xk z-+x°. В силу соотношенийV/(*°)'(** - *°) = Ои/И -/(*°)>0
с учетом теоремы 4.1 для достаточно большого к имеем

/(**)-/(*°)-*/(*°)'(**-*0) 1 , , Л

lim
V ' J

п \
;У ш±2 V2f(x°)z>0.

k^m II**-*0 II2 2

В следующей теореме сформулировано достаточное условие для

существования собственного локального минимума функции / на множестве G.

Теорема 4.5. Пусть функция /: R" -* R дважды дифференцируема

в точке *° G G. Если?/(х°) = 0, z'V2/(*°)z >0 Vz G r(*°),z *0, то

/достигает в *° собственного локального минимума на G.

*'
Следует особо указать на то., что функция / может достигать в х° локального

минимума на G и без выполнения условия v/(x°) = 0.
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Доказательство. Проведем доказательство от противного и

предположим, что / не достигает в х° собственного локального минимума на G.

Тогда существует последовательность {дг*} CG такая, что хк ->дг° и

f(xk) <f (x°) V^GN. Без ограничения общности мы можем также

считать, что хк ^х°. Следовательно, согласно теореме 4.1

lim {(^"{t0)4rV2^°)i<0> *ет&).
к^ж \\хк -х° ||2 2

что противоречит условиям доказываемой теоремы.

Замечание. Аналогично теореме 4.5 доказывается следующее

достаточное условие оптимальности.

Пусть функция /: R" -> R дифференцируема в точке х° G С. Если

V/(х°)'z > О Vz G T(x°),z Ф О, то /достигает в х° собственного
локального минимума на G.

При х° G int G имеем Т(х°) = R", и из теорем 4.3 - 4.5 вытекают

известные необходимые и достаточные условия для существования

локального минимума функции /: Rw -> R.

По аналогии с предыдущими теоремами легко можно сформулировать
утверждения о существовании локального максимума функции / на

множестве G или на всем R*.
4.2.2. Локальная теория множителей Лагранжа. Применяя результаты

4.2.1, выведем локальные критерии оптимальности для задачи Р\. В
дальнейшем g: Rn -* Rm - дифференцируемая функция.

Неравенство £,(х) < 0, j G / , называется активным ограничением

в точке х° G G, если gf (x°) = 0.

Для х° G G положим /0 ={/€/: gt(x°) = 0}. Пусть вначале 10 Фф-
Функции gt, i G /0, соответствующие активным в точке х° G G

ограничениям, заменим на аффинные функции

Vgi(x0)'(x-x°l xGR"; /G/0. (4.6)

Если из векторов V g / (х° )» i G /0, составить матрицу V#, (х° ), то вместо

(4.6) получим

V*7 (х0)'(*-*°). (4.7)

Обозначим через |/0 | число элементов множества /0. Тогда Vg T (х°) —

■* о

матрица порядка я X | /0 I • Соответственно будем обозначать в дальнейшем

|/0 |-мерный вектор, координаты которого определяются индексами
активных ограничений (при сохранении их порядка следования), через у, . Для

наглядности множество

{*: VglQ(x°y(x-x°)<0, */w/*Vv*/w/^)4*-^)<0>
можно было бы рассматривать как "линейную аппроксимацию" G в

точке х°. Однако, как мы это еще увидим ниже (см. пример 4.2), подобная
интерпретация в некоторых случаях проблематична.
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Множество

К(х°)={ z € Rn: Vg. (x°)'z < 0) (4.8)

назовем линеаризующим конусом для G в точке х° G G. Если /0 = 0,мы
полагаем К(х°) = R".

Изучим теперь связь между конусами К (х°) и Т(х°).
Теорема 4.6. Справедливо включение Т(х°) СК(х°).
Доказательство. Для /0 = 0 утверждение теоремы тривиально,

поскольку /0 = ф влечет дг° G int G. Поэтому пусть 10Фф. Нулевой вектор
согласно определениям соответствующих множеств принадлежит обоим

конусам.

Пусть z G T(x°),z ФО. Тогда существуют вектор z *G T(x°)9 \\z* || = 1,
и число X > 0 такие, что z = Xz*, а также последовательность {**} CG,

z

для которой х* -* х°. В силу того, что g{ (xk) < О V/ G / и £, (х°) = О

V/ G /0 имеем

««• *;<?~У,.<?)-*1Д*'),''<о we/..
* _ . II JC* - JC° ||

Следовательно, z € /С (х°).
Теорема 4.7. Справедливо включение

К°(х°) = {z G R": V*, (x°)'z < 0} С 7-(х°).

Доказательство. В случаях /0 = 0 и £° (дг°) = 0 утверждение

теоремы очевидно, так что мы можем считать /0 ФфнК0 (х°) Ф ф. Пусть
z* G #°(х0). Без ограничения общности мы можем также считать, что

||z*|| = 1, так как для произвольного z G К0 (х°) существуют

z*GK° (x°),||z *|| = 1,и Х> 0 такие, что z = \z*. Из разложения Тейлора

^0+rz*)~^0) = rV^oyz*+oI(0, /€/. (4.9)

где o{(t)/t -* 0 при Г -* 0, вытекает, что для каждого / G / найдется число

Г,° > 0 такое, что при t < f° выражение fV#/ (х°) 'z *
или равно нулю, или

имеет тот же знак, что и правая часть в (4.9).
Для 1 G /0 в силу соотношений 9#/ (х°) 'z *

< 0 и gt (x°) = 0 следует

^(x°+rz*)<0 Vr<r1 = min t° (4.10)

Для / G / \ /0 справедливо £, (x°) < 0. С учетом непрерывности g(
найдется число t2 > 0 такое, что

£,.(x0+rz')<0 Vf<f2. (4.11)

Из (4.10) и (4.11) следует gt (х° + tz *) < 0 для всех /G /и

Г <min{f\ Г2}. Пусть х* = х° +z*/k для£> l/min{f\ Г2}. Тогда
последовательность {хк} сходится к х° в направлении z* и х* G G.

Следовательно, z*G Г(х°).
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Как показывает следующий пример,
соотношение К(х°) = Г(х°), вообще

говоря, не выполняется.

Пример 4.2. Пусть G = {л; е R*: -л*,3 +

+ х2 < О, -х2 < 0} и х° = (0, 0)'. Получаем

(рис. 4.2)

K(x°)=(zeR2: z2=0},
T(x°)={zt=R2: zx >0, z2 =0).

Таким образом, справедливо Т(х°) сК(х°).

Этот пример показывает, в частности,

что К(х°) не обязательно является

"линейной аппроксимацией" множества G

в точке х° Е G.

Линеаризирующий конус К(х°), в

отличие от касательного конуса Т(х°),
зависит от аналитического представления G,
что иллюстрирует следующий пример.

Пример 4.3. Множество G из примера 4.2 может быть представлено также

в виде

G={jcgR2: -х] + *, <0, -хх <0, -х1 <0}.

В этом случае для х° = (0, 0)' получается линеаризирующий конус

K(x°) = {zeRn: гх > 0, z, =0},

и таким образом, Т(х°) = К(х°).

Пусть выполнены условия теоремы 4.3 и /0 =£ 0. Тогда в силу включения

К0 (х°) С.Т(х°) справедлива импликация

Рис. 4.2.

Vgr (x°)'z<0=> Vf(x°)'z>0.

Эта импликация эквивалентна тому, что система неравенств

V/(*°)'z<0, Vg, (x°)'z<0
'о

(4.12)

(4.13)

не имеет решения. По теореме 2.107 (теореме Жордана об альтернативе)
система (4.13) тогда и только тогда неразрешима, когда система

(4.14)W(X°),Vi,y))r У о, (М>о
имеет нетривиальное решение. Положим далее

у,
= 0 (/€/\/0), y' = (yi Ут),

/Э^(дг0)/Эх, . . . dgm(x°)ldxS
Vs(*°) = \ = (Vgl(x0),...,Vgm(x°)).

\dgl(X0)ldxn . . . dgm(x°)ldx„
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Тогда из существования нетривиального решения (4.14) вытекает

разрешимость системы

T7V/(x°) + V^°)^ = 0, *(х°)<0,

/*(*0) = 0, (тьдО'Х), (ъуУФО.

Если /0 = ф и функция /достигает в точке х° € G локального минимума

на множестве G, то, так как х° Е. int G, эта система имеет решение, у

которого 17>0,^ = 0.

Из приведенных выше рассуждений вытекает критерий оптимальности,

который был сформулирован в 1948 г. Джоном [42]. Рассмотрим задачу

Р2: найти0со,>>о)'еК',Х1С и t?°GR+, (г7°^°)'^0,

являющиеся решением следующей системы:

W/(*)+V*(xb> = 0, *(*)<0,

y'g(x) = o, (п,у)'>о.
(415)

Полагая

Lr>(x,y) = vf(x)+y'g(x)9 (х,у)'еКпХК*?, (4.16)

получим эквивалентную запись для системы (4.15) :

7хЬп(х,У) = 0, y'VyLri(xfy) = 09
(4.17)

V^r,(xj)<0, (т?,^)'>0.

Следующее утверждение характеризует связь между задачами Рх кР2.

Теорема 4.8 (теоремаДжона). Пусть /: R" -*R, g: Rn -* Rm -

дифференцируемые функции и х° € G - точка локального минимума f на

множестве G. Существуют /G R^ и г)° £ R+ такие, что (х°,у°)' и q°
являются решением задачи Р2.

Очевидно, что теорема 4.8 неприменима в качестве критерия
оптимальности для случая ri° = 0. Легко можно построить задачу Pl9 для которой
система

V*, (x°)'z < 0 (4.18)

неразрешима. Это происходит, например, в случае К(х°) = 0. По теореме
2.107 из неразрешимости (4.18) следует, что система

Vg, (x°)yj =0, yt >0, (4.19)

имеет нетривиальное решение у0 . Если положить^ = 0 для i £ / \ /0, то

вектор (0, у°)\ где у0 = (>>?, ...,.VW)\ будет нетривиальным решением
системы (4.15), не зависящим от значения f(x°) и от поведения функции /
в окрестности точки х°.

Дополнительное условие, которое при предположениях теоремы 4.8
обеспечивает для любого решения задачи Р2 выполнение соотношения

77° > 0, называется условием регулярности.
Из доказательства теоремы 4.8 напрашивается в качестве условия

регулярности требование К0 (х°) Фф. В этом случае система (4.18) имеет ре-
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шение, следовательно, у (4.19) отсутствуют нетривиальные решения.

Поэтому в (4.15) должно быть г\° Ф 0. К условию К°(х°)Ффмы
вернемся в п.4.2.3.

Менее жесткое ограничение на допустимый класс функций для задачи Р2
накладывает следующее условие регулярности:

Rx: функция g: Rn -► Rm дифференцируема и имеет место равенство

К(х°) = Т(х°).

Для задачи с одними лишь аффинными ограничениями условие

регулярности/?! всегда выполнено.

Учитывая сделанные ранее замечания, следует еще раз подчеркнуть, что

/?! является условием на аналитическое представление множества G. Как

показывают примеры 4.2 и 4.3, для одного и того же множества G

условие Rx в одном случае выполняется, а в другом нет.

Следующая основная теорема теории необходимых локальных

критериев оптимальности была опубликована в 1951 г. Куном и Таккером [50].
По аналогии с Р2 рассмотрим задачу

Рз : найти точку (х°,у0)' £ R" X R™, являющуюся решением
следующей системы:

V/(x) + Vg(x)y = 0, у 'g(x) = 0, (4.20)

g(x)<0, у>0. (4.21)

Соотношения (4.20), (4.21) называются (локальными) условиями Куна-
Таккера.

Применяя функцию Лагранжа

L(xt у) =f(x)+y'g(x), (х, у)' е R" X R?, (4.22)

получим для системы (4.20), (4.21) эквивалентную формулировку:

VxL(x,y) = 0, y'VyL(x,y) = 09

VyL(x,y)<09 y>0.

Функция Лагранжа L получается из определенной в (4.16) функции Ln
при tj = 1. В этом смысле Ln является обобщением функции Лагранжа.
Связь между задачами Р\ и Р3 характеризуется следующим утверждением.
Теорема 4.9 {теорема Куна - Таккера). Пусть /: Rn -* R,

g: Rn -> Rm - дифференцируемые функции, х° £ G - точка локального

минимума f на множестве G и в х° выполнено условие регулярности Rx.

Существует вектор у0 Е R^ такой, что точка (х°,у0)' будет решением
задачи Р3 .

Доказательство. Так как условие RY выполнено, то из теоремы

4.3 для 1оФф тотчас следует

V*, (x°)'z < 0 =* V/(x°)'z > 0. (4.24)

Применяя теорему 2.43 (теорему Фаркаша), получаем, что соотношение

(4.24) имеет место тогда и только тогда, когда разрешима система

mx°)±Vgi9(x°)yio=09 yh>0. (4.25)
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Полагая дополнительно у{
= О V/ Е / \ /0, видим, что теорема

справедлива для /0 Фф. В случае /0 = 0 очевидным решением задачи Рг является

>>° = 0.

Замечания. 1. Если дг° G int G, то множество /0 пусто (в силу/?!),
и утверждение теоремы 4.9 совпадает с теоремой 1.1.

2. При применении теоремы Куна - Таккера условие регулярности/?!
часто заменяется одним из приведенных ниже (в п.4.2.3) условийR2-R7.
Каждое из этих условий является достаточным для выполнения Rx.

Утверждение теоремы 4.9 допускает простую геометрическую
интерпретацию. Соотношение (4.25) при /0 Ффозначает, что вектор -V/(x0)
является элементом многогранного конуса

C = {ueRn: u = 4gj (x0)yj , у >0),*о Jo *о

образованного градиентами активных в точке х° ограничений (рис. 4.3).
По теореме Фаркаша это эквивалентно следующему утверждению:

отрицательный полярный конус

-C+=K(x°)={zeRn: Vgr (x0)'z<0)

лежит в полупространстве £+(V/(x°), 0) = {z G R": Vf(x°)'z > 0}.
На рис. 4.3 в точке х° имеются два активных ограничения, а на рис. 4.4

показан случай лишь одного активного в х° ограничения. Во втором случае
множество С есть луч, а К (х° ) - полупространство.

Справедливость соотношения (4.24) может быть проверена с помощью

некоторой задачи линейного программирования. Импликация (4.24)
выполняется тогда и только тогда, когда оптимальное значение задачи

min{v/(*°)'z: V*, (x°)'z<0} (4.26)
*
о

равно нулю.

Гис. 4.3.
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Рис. 4.4.

Пример 4.4. (Клейнмихель [ 46]). Рассмотрим задачу

min{ jCj + хг: х = (jct, х2)' G С с R2),

G={x = {xltx2)': gx(x) = -1 -х* + х2 < О, g2{x) =-1+jc, < О,

*,<*>- -х2 <0),

и исследуем, являются ли ее решениями точки х° = (-1, 0)# их0 = (0,1)f.
Для дг° соответствующая (4.26) задача

minb+r':(~o -!)С)<0}
имеет оптимальное значение 0.

Для Зс° задаче (4.26) соответствует задача

minlz, +z2: (0,1) (М < OK

(4.27)

(4.28)

(4.29)

целевая функция которой не ограничена снизу на допустимом множестве. Поэтому
х° может быть решением задачи (4.27), а Зс° - нет.

В предыдущих рассуждениях о критериях оптимальности предполагалось

существование лишь первых производных рассматриваемых функций.
Поэтому об этих критериях говорят как об условиях первого порядка. Для

дважды дифференцируемых функций могут быть сформулированы так

называемые условия второго порядка (см. также [27]).
Пусть х° Е G и (х°, у?)9 -

решение задачиР3 • Это решение определяет
множество индексов 1Х = {i Е /0: у* > 0}.

Сформулируем два условия:

Вх: касательный конус Тх (х°) к множеству

Gx =GO{x: *,(x)»0 V/€/i)
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совпадает с линеаризирующим конусом

Kl(x°)={z:Vg{(x°yz<0 V/e/0\/b V^(x°)fz = 0 V/e/J;

B2: векторы V£/(*°), / £ Л, линейно независимы и существует точка

z6R" такая, что

Vgi(x0)'z<0 У/е/0\/ь V^(x°)'z = 0 Vi€/le

Имеет место следующий необходимый критерий оптимальности для

задачи?!.

Теорема 4.10. Пусть /: R" -*R, g: Rn ->Rm - дважды

дифференцируемые в х? EG функции, х° - точка локального минимума /на
множестве G и (х°, у?)' - решение задачи Ръ . Дели в х° выполнены условие

регулярности R х и условие Вг,то

z'Vjl^J^^O VzGKx(x°).

Доказательство. Для дс€ Gx, очевидно, имеем L (х,у?) =/(х).
Применяя теорему 4.4 к задаче Рх с допустимой областью Gx вместо G,

получим

z'v*L(x°,y°)z>0 VzGTx(x°).
С учетом условия Вх отсюда следует утверждение теоремы.

Пример 4.5. Для задачи

min{ f(x) = -x]oj - х2: х = (*,, x2)'eG с R2},

С ={*: *,<*) = -х] - (х2 - I)2 + 1 < 0,

*а<*)*<*! + 1)*+*22 -КО, *,(*)=-*! -КО},

где cj G R - параметр, исследуем, удовлетворяет ли х° = (0, 0)f необходимым
условиям теоремы 4.9. У нас /0 = {1, 2), V/ <х°) = (0, -l)f, vgt (x°) = (0, 2)',

V£2(*°) = (2, 0)\ Vg9 (x°) = (-1, 0)f. Кроме того, выполнено условие

регулярности R4 (см. п.4.2.3).
Видно, что у0 = (1/2,0, 0)' и х° = (0,0)' решают/^:

0-е:-:)®-
Данное необходимое условие выполняется независимо от выбора параметра ы,

хотя очевидно, что для ы = 0 точка (0, 0)' не является решением данной задачи.

Приведенный в теореме 4.10 критерий оптимальности не выполняется для ы < 1/2.

Для применения теоремы 4.10 нам потребуются легко проверяемые
условия, достаточные для выполнения Вх. Одним из таких условий
является/? 2.

Теорема 4.11. Справедлива импликация В2 =>ВХ.
Доказательство. Пусть вначале 1Х Фф. Так как векторы

Vg{(x°)9 i £ /ь линейно независимы, то существует матрица А порядка

пХ\1х |, для которой

\Vgli(x°yA] Ф 0. (4.30)
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Рассмотрим вектор z E R", z Ф О, удовлетворяющий условию В2, а

также систему уравнений относительно у. и t вида

gi(x0+Ayii + fz) = 0, /Е/,. (4.31)

Система (4.31) имеет решение (yf , t0)' = (0, 0)' . В силу (4.30) по

теореме о разрешимости (теорема 1.2) в некоторой окрестности U0 точки

t° = 0 существуют функции .уДО, *е Л э такие, что

>>Д0) = 0, i€/lf

^(xo+^7(0 + rz) = 0, /€/,, fEtf0. (4.32)

Дифференцируя (4.32) по Г в точке t = 0, получим

V^(xo)'(^7i(0) + z) = 0, /Е/,.

Из V£,(x0)'z = 0 ViG/j следует, что

V^(x°)U^(0) = 0, /€/ь

Учитывая (4.30), имеем ут (0) = 0 и тем самым
м

уj (О
lim —^ = 0. (4.33)
г- о *

Покажем теперь, что найдется число Г! > 0 такое, что кривая

х(0 = х0+Лд>Л(0 + ^, *€[0,filf

полностью лежит в множестве Gx. Для этого мы разложим функции gh i Е

Е/0 \/j, в точке х° по Л^7 (г) + fz и учтем равенства £/(.х0)=0. Получим

*,(х° + AyJx (0 + fz) = Vgi{x°)\Ay^ (г) + rz) + o( || Лд^ (0 + tz || ) =

= rv^0)'z+o(||^7i(0 + rz||) + v^0)U77(r).
В силу (4.33) имеем VgAx0)fAyr (t) = o(t) и

^(x°+^7(0 + rz) = rv^0)'z + o(0.

Поскольку вектор z удовлетворяет условию 2?2> го Vgi{x°)fz < Одля

i Е /0 \ Л. Поэтому существует такое число f0 > 0, что для t E (0, t0)
справедливо

g^o+Ayj (r) + rz)<0 ViE/oX/l

Отсюда и из (4.32) вытекает существование числа tx > 0, при котором
кривая x(f), t E [0, Г1 ], полностью содержится в G i.

Теперь мы можем задать последовательность хк Е G\ со свойством

хк >хо^ полагая хк = хо + ^ (i/Jt) + z/fr. В самом деле, при

9*
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к > l/t i имеем хк G Gx и в силу (4.33)

xk _xo Ау^(Цк) + г/к
lim — = lim - =

*^..||**-*0II k-m \\Ayii(llk) + z/k\\

Ayj{\lk)k + z
z

"

k T„ Mjf7i(i/*)*+zii" lu?'

откуда следует утверждение теоремы для Ix Фф. Доказательство для
случая 1\ - ф содержится в доказательстве теоремы 4.17 (для этого в

последнем следует положить 1% = /0 и Jq = ф).

Пример 4.6. Рассмотрим задачу

min{/(x) = cj*;: * = (*,. *,)'е G С R2} ,

G={xeRa: *,(*) = (*, + D2 +*5 -КО,

*,(*)=*2 <0, *,(*)=-*, <0},

где cj G R - параметр. Для х° = (0, 0)' имеем /0 = (1, 2, 3), Vf (х°) = (0, 0)',

**,<*•) = (2,0)',v*2(x°) = (0,l)',V*,(xo) = (0,-1)#.
Нетрудно видеть, что у0 = (0, 1, 1)' и х° = (0, 0)' решают задачу ?, с /, =

= {2, 3}. В силу того, что К(х°) = Т(х°) = {z GR2: z l<Qtz2 = 0}, выполнено и

условие регулярности R{.
Допустим теперь, что х° = (0, 0)' - точка локального минимума функции / на

множестве G. В силу соотношений Gx = G и Кх (х°) = £(дг°) условие Вх выполнено.

Тогда по теореме 4.10

/2о> 0\
VZGK^X0).

Отсюда следует 2 cjz J > 0 Vz 4 < 0 и, таким образом, ы > 0.

Теорема 4.12. tfycn, /: R* -+R, #: R" ->Rm - дважды

дифференцируемые в х° EG функции. Предположим, что существует точка

(x0,jy0)' G R" X R? такая, что D(x°) = T(x°) n{z: Vg^x^'z = 0

V / € /j} =£ 0 и выполняются условия

VxL(x°,y°) = 0, g(x°)<09 /'^°) = 0, д>°>0, (4.34а)

zVU(x°j°)z>0 VzGZ)(jt°), гФО, (4.346)

где /i = {/ G /0: ^0 > 0}. Тогда х° - точка собственного локального

минимума f на множестве G.

Доказательство. Предположим противное. Пусть функция / не

достигает в точке х° собственного локального минимума на множестве G.

Тогда существует последовательность \хк) С G такая, что хк -*• х° и

f(xk) -f(x°) < 0 для к G N. Отсюда следует, что

lim VУ Т„У = VA*0)'* < о.
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и, поскольку g( (хк) <0, £/(х°)= 0 Vi G /0, то

к^ов \\Х*-Х

Тем самым мы получаем неравенство

Цх*.у0)-Цх0,у0)*Пх*)-Пх°) + 2 yJ4*,(**)-*,(*e)]<0.
'е 'о

Из равенства 7Л1 (х°, .у0) = 0 и теоремы 4.1 следует, что

lim —— ггт;—
= ~* ?U(*°./> < о.

к — оо |х- - х° И2 2

По предположению z E Г(х°). Если Л = 0, то сразу же получаем

противоречие с (4.346). Если 1\ ФфуЮ допустим, что Vg *(x°) *z < О для

некоторого /* G /j. Умножая скалярно VXZ, (x°,y°) на z и учитывая, что

Vf(x°)'z <0и 7,°>0 V/ e/j,имеем

0 = V*L(xV°)'z=V/Ot0)'z + 2 ^°7^(jc°)'z <0.

/ел

Получили противоречие. Следовательно,Vg/ (jc°)' z = 0 Vi E Ix.
Таким образом, предположение о том, что функция / не достигает

в х° локального минимума на G, противоречит (4.346). Поэтому
каждая точка (х°,у0)' G R" X R?, удовлетворяющая
условиям(4.34),определяет точку х°, в которой функция / достигает локального минимума

на множестве G.

В силу того, что Т(х°) QK(x°), теорему 4.12 можно уточнить, а

именно, потребовать, чтобы выполнялись неравенства

z'V2xL(x\y*)z>Q VzEK^x0), z*0,

где

*,(дг°) = {z:Vgi(x°),z<0 У/е/оХЛ, V^°)'^ = 0 Vieh) .

Пример 4.7. Обратимся еще раз к задаче из примера 4.5. Для и > 1/2 и z, > 0

теорема 4.12, очевидно, справедлива, т.е. при и > 1/2 функция / достигает в

х° = (0, 0)' локального минимума на множестве G. При и * 1/2 имеем z' v7xL(x°,
y°)z = 0, так что аналогичное утверждение невозможно.

4.23. Условия регулярности для задачи Pi. В 4.2.2 было введено условие

регулярности Ri. Теперь мы приведем другие условия регулярности и

исследуем существующие между ними связи. При этом оказывается, что

/?i является слабейшим условием в том смысле, что все другие
вводимые здесь условия влекут за собой R\. Преимуществом нижеследующих
условий по сравнению с R{ является более легкая проверка их

выполнения. Поэтому при применении необходимого критерия оптимальности

Куна-Таккера (теорема 4.9) требование выполнения условия Rt
заменяется требованием выполнения одного из следующих ниже условий.
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/ (4.356)

В дальнейшем IL — множество всех i G /,для которых gt
— аффинная

функция, IN — множество всех / G /, для которых g{ не является

аффинной функцией; 7 = lL UIN9IL П IN = ф . Множество индексов /0
активных ограничений представляется соответственно как /0 = /о и /(У-

Сформулируем ряд условий регулярности (предполагается, что х° G <7):
/?!: функция g: Rn -* Rm дифференцируема и выполняется равенство

Г(х°) = ^°);
Л2: функция #: R" -+ Rm дифференцируема и система

/G/° /G/* (4.35a)

^.>0 V/G/^U/0L; 3/G7^: ^>0,
не имеет решений;

/?з: функция g: Rn -> Rm дифференцируема и существует вектор zGR"

такой, что

Vg{(x°)'z<0 V/G/o"-

V*.(x°)'z<0 V/G70L;

/?4: функция £: R" -> Rm дифференцируема и система

2 vW*°)+ 2, J,**,(*V0;

a/G/^: ^*0,
не имеет решений;

/?5: функции £,: R" -> R, / G 7^, выпуклы и существует вектор xl G G

такой, что

g.(xl)<0 V/G/"; gi(xl)<0 V/G/L;

Д6: функции g(: R" -* R, i G 7^, выпуклы и для любого i GIN
найдется векторе G Gсо свойством #, (*') < 0;

Rn: функции gj: R" -> R, i G 7^, квазивыпуклы и существует вектор
xl G G, для которого

g.(xl)<0 VieiN; g.(xl)<0 V/G7L.

Теорема 4.13. Условия R2 и R$ эквивалентны.

Доказательство. По теореме Моцкина об альтернативе (теорема
2.106) система (4.35а) не имеет решений тогда и только тогда, когда

система (4.356) разрешима в точке z.

Теорема 4.14. Условие R* влечет условие R2.
Доказательство. Если выполняется R4, то неразрешима и

система (4.35а), т.е. имеет место условие R2.
Теорема 4.15. Пусть /: Rw -> R, g: R" -* Rm - дифференцируемые,

a g(, i G 7^, - выпуклые функции. Тогда условия /?3 и Rs эквивалентны.

Доказательство. 1. Пусть выполнено условие Rs. Поскольку
функции gf9i G IN, выпуклые, то для jt° G G в силу равенств gf (x°) = 0
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V i G /о имеем

(х1 -ДС°)'У^°)<^(х1)-^(д:0)<0 V/e/^, (4.36)

(х1 -ar°)V^(x°)
= g.(x1)-^(x0)<0 ViG/0L. (4.37)

Очевидно, что условие/?з выполняется при z = х* — х°.
2. Пусть выполнено условие /?3- Тогда для любых х°, х1 G R" справед-

ливы неравенства

(х1 -xOyVg.ixOXg^x^-g.ix0) V/G/",

(х1 -x0)V^(x0)=g.(^1)-^(x°) V/G/7'.

В частности, полагая x°G G, л1 = х° + Xz и учитывая /?3, непрерывность
gt, / G7, и соотношения $, (х°) = О V / G /0, j, (х°) < 0 V / G /\ /0, для

достаточно малого X > 0 получим gf. (х° + Xz) < 0 V/ G /ff,*, (х° + Xz) <
< 0 V/ G /£, £. (х° + Xz) < 0 V i G А /о- Тем самым условие Д5
выполнено.

Для выпуклых функций импликация R7 =>RS тривиальна.
Условия Rs — Я 7 имеют значение и для глобальной теории

множителей Лагранжа, в рамках которой требуется не дифференцируемость, а

выпуклость функций fug.
Теорема 4.16.УсловияR6 иR5 эквивалентны.

Доказательство. 1.СоотношениеRs =*Rb очевидно.
2. Пусть выполнено R6 - Тогда для

х1 = I Х.х'\ X.G(0, 1), 2 Х.= 1,

и произвольного фиксированного / * G IN имеем

g(Axl)^g ( 1 Х,.х')< 2 Х^ (*')<Х.* (дс^О.
i e iN i e /^

Таким образом, g( (x1) < 0 V/e /*. Так как x1 G С, то g,- (x1) < 0

Теорема 4.17. Условие /?3 влечет условие Rt.

Доказательство. Пусть z1 - произвольный элемент из конуса

£(х°), вектор z, z Ф 0, удовлетворяет (4.356). Тогда для всех

достаточно малых X > 0 имеем

Vg.(*j(zx +Xz)<0 V/G/0".

V£.(*°)V +Xz)<0 V/G/0L, z!+Xz^0.

Как и в доказательстве теоремы 4.7, найдется число /° > 0 такое, что

х° + / —: GG VrG[0,r°|.
Il^+Xzll

Положим x"=x° + : .Последовательность \x) cxo-

1

k

z1 +Xz

Hz1 +Xz||
z1 +Xz

дится к x° в направлении —; ; при этом xk G G для k > \lt°.
Hz1 + Xz||

F
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zl +\z
0

Следовательно, —■ G T(x ), а тем самым и zl + Xz € Г(дг).
II z^Xz II

Поскольку X > 0 можно выбрать сколь угодно малым, а множество Т(х°)
замкнуто, то zl G Т(х°), т.е. К(х°) СТ(х°). Отсюда в силу теоремы 4.16

следует справедливость RY.
В заключение покажем на примере, что условие Rx не является

необходимым для того, чтобы задача Р3 имела решение.

Пример 4.8. Пусть/(дг) =

х2, х е R2, и, как в примере 4.2,

G = ixeR2: gl{x)=-x* +x3 <0, g2(x)=-x2 < 0) .

Очевидно, х° = (0, 0)' - решение задачи Рх. Кроме того, у0 = (0,1)' вместе с *°

является решением задачи Р3, хотя условие Л, и не выполнено. Тем самым

теорема 4.9 снова применима, если представить множество G так, как это сделано

в примере 4.3.

Задача

nnn{xl +x2: -x\ +jc2 <0, -х2<0) (4.38)

есть пример того, что Р2 может иметь решение (с tj° = 0), в то время как Ръ
неразрешима. Если представить допустимую область задачи (4.38) так же, как в примере

4.3, то Р2 будет иметь решение с т?° > 0, а поэтому будет разрешима и задача Ръ.

4.2.4. Локальная теория множителей Лагранжа для задачи Р*. При
помощи полученных в п. 4.2.2, 4.2.3 результатов утверждения о задаче Pi могут
быть перенесены на случай задачи Р*. При этом мы ограничимся аналогом

теоремы 4.5, исследованием условий регулярности и одним достаточным

критерием оптимальности.

Функцией Лагранжа L* для задачи Р? назовем функцию

£*(*'. У. v) = /(*) + y'g(x) + vh(х), (х, у, v)' e R" X R™ X R?. (4.39)

По аналогии с Рз рассмотрим задачу
Р*: найти точку (х°, y°,v°)f G R" X KJ X Rp, являющуюся решением

следующей системы:

V№ + Vg(x)'y + Vh (x)'v = 0, g(x) < 0,

y'g(x) = 0, у>0, (4.40)

h (jc) = 0.

Система (4.40) может быть записана также в виде

VxL*(xty,v) = 0, y'VyL\x,y,v)=0,
VyL*(x,ytv)<09 y>0, (4.41)

VvL*(?c9y9v) = 0.

Для формулировки необходимых критериев оптимальности нам снова

потребуются некоторые условия регулярности. С этой целью для точки

дг° G G* в соответствии с (4.5) определяются касательный конус Т*(х°)
и линеаризирующий конус

К*(х°)= {zER»: vgfr°)'z<09 i€/0; Vh.(x°)'z = 09 /€/*} .

Через /0 обозначим как и прежде, множество индексов активных в

точке х° ограничений. Сформулируем первое условие регулярности:
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R *: функции g: R" -* Rm, h: Rn -► Rp, дифференцируемы и справедливо

равенство **(x°) = Г*(х0).
Применяя теоремы 2.43 и 4.3, получим следующее утверждение.
Теорема 4.18. Пусть/: R" -> R, *: R"-*Rw,/i: Rn-*W> -

дифференцируемые функции, х° G G* - точка локального минимума f на

множестве G* и в х° выполнено условие регулярности R* Тогда сущест-

вует вектор (у0, t*0)' G R? X Rp гякой, vro (x°, >Л у0)' является

решением задачи Р*.

Для практического использования условие R* не особенно удачно.

Поэтому, как и в п. 4.2.3, мы приведем ряд условий регулярности,
каждое из которых влечет за собой R

*'

R*: функции g: Rn -*RW , h : Rn ->RP дифференцируемы и системы

2 ^^Ддг°)+ 2 v.V/i.(xo) = 0,

^>0 V/G/0, 3/G/0: ^>0,
2 v V/i(xo) = 0, v.*0,

не имеют решения;
Я*: функции #: R"->Rm , h: Rn ->RPдифференцируемы,существует

вектор z G R" такой, что

Vg{(x°)'z<0 V/G/o, V/j/(x°)z = 0 V/€7*,

и векторы VЛ
у (jc0),/ G/*, линейно независимы;

Я*: функции g: Rn -► Rm , Л : R" -*RP дифференцируемы и градиенты

V*,(*°), /G/o, V/i^*0), /G/*, (4.42)

линейно независимы.

Следующая теорема описывает связь между этими условиями.

Теорема 4.19. Имеют место соотношения

R* **R* <=*R*~Rt.

Доказательство. 1. R* <= R*- Доказательство аналогично

доказательству теоремы 4.11. При этом необходимо лишь заменить /0\Л
на/0,Л на/*,^ наС*,^*0) на Т*(рР)9Кг(х0) тК*(х°).

2.R* <===> Rf- Доказательство следует из теоремы Моцкина об
альтернативе (теорема 2.106) с учетом линейной независимости Vhf(x°) для

/€/•.
3.R* *= R* сдедует непосредственно из определения линейной

независимости системы векторов.
Для формулировки необходимых условий второго порядка введем

следующие множества:

Gf = G*n {*: *Дх)=0 У/ЕЛ) , /i = {/e/0:^>0>,
К?(х°)= {z: Vgi(x°)'z<0 V/€/0\/i;

V^(Ar°)z = 0 V/G/i; Vh.(x°)'z = 0 V/G/*} ,

T*(x°) - касательный конус к Gf в точке х°.
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Кроме того, нам понадобится условие

В*: функции g: R" -> Rm, h: R" ->Rp дифференцируемы в точке х° G G*
и справедливо равенство

ГГ(*°) = *,*(*<>).

Применяя введенные обозначения, мы получаем следующее

утверждение относительно задач Р* и Р?.
Теорема 4.20. Пусть f: R" -> R, #: R" ->Rm, Л : R" ->RP- дважды

дифференцируемые в х° Е G* функции, х° - точка локального минимума

f на множестве G*, (х°, у0, у0)' - решение задачи Р*. Предположим,
что в точке х° выполнены условие регулярности Rf и условие В*.
Тогда

z'v2xiV°j°^V>o vzeK*(x°i

Доказательство использует теорему 4.4 и аналогично доказательству

теоремы 4.10.

Сформулируем и здесь условие, достаточное для выполнения В*:
/?*: функции g: Rn -> Rm, h: R"-*RP дифференцируемы в точке

х° G G*, существует вектор z G Rn такой, что

V*,(x°)'z<0 V/G/oXA, Vgt{x°)'z = 0 V/е/ь

v/i.(x0)^=o v/еЛ

градиенты Vg^x0), i G/b V/j;- (x°),/ G /*, линейно независимы.

Теорема 4.21. Из условия В* следует условие В*.

Доказательство аналогично доказательству Теоремы 4.11.

Замечание. Поскольку имеют место импликации ЛJ => В* и

Rf =*Л*, то в теореме 4.20 условия В* и Я? могут быть заменены

условием /?*.
С учетом теоремы 4.5 получаем следующее утверждение.

Теорема 4.22. Пусть функции /: R"->R, g: Rw->Rm, h: R"->RP

дважды дифференцируемы в точке х° G G* и (х°, у0, v°)f G Rn X R? X

X Rp - решение задачи Р?, удовлетворяющее соотношению

z'v2xL*(x0ty0,v0)z>0 (4.43)

для всех z G T*(x°) n{z: V^(x°)'z = 0 Vi G/,} ,z * 0. 7Ъг<)я jc°

является точкой собственного локального минимума функции f на

множестве G*.
Замечание. Как и в теореме 4.12, условие (4.43) можно усилить.

В силу включения Tf(x°) QKf(x°) новым условием будет

z'V2xL*(x°,y°,vo)z>0 VzEKfc0), гФО.

Предположим (отходя от прежнего определения), что множество / рус-

то. Тогда из теорем 4.18, 4.20 и 4.22 формально вытекает классическая

теория множителей Лагранжа. При /* = ф имеем результаты п. 4.2.2.
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4.3. Глобальная теория множителей Лагранжа

Рассмотрим задачу

Рх: min {/(jc): хЕСх) ,

тле Gx={xERn: g(x)<0, хЕХ) , XQR", XФф, f: X-+R, g: X-+

- Rm.
Если положить X = Rn то из задачи Рх получим как частный случай

задачу Рх. В дальнейшем основное внимание мы уделим формулировке
критериев оптимальности в форме теорем о седловой точке.

Центральная теорема из п. 4.3 будет позднее приведена еще раз в несколько ином

виде как сильная теорема двойственности в S.4. Там будет дана также

геометрическая интерпретация результатов этого параграфа. Вообще,
глобальную теорию множителей Лагранжа содержательно нельзя отделять

от теорем двойственности.

Будем говорить, что функция 5: X X Y -» R, X С R", Y С Rm, имеет в

(*° >У°) е X X Y седловую точку на множестве X X Y , если

S(x°, у) < S(xa, у0) < S(x, y°)

для всех (х, у)' G X X Y.

Для формулировки глобальных критериев оптимальности

рассмотрим следующую задачу.
Задача о седловой точке S^x: найти точки х° G X и (ту0,

уоу GR+m
+ i

,(п0,у°У * 0, такие, чтобы для функции L^x, » =

= 4f(x) +y'g(x), (x,y)' G XXR? выполнялось соотношение

Lf {х\ у) < Lj (х°, у0) < I,. (х, у>)

для всех (х,.у)' EX X R?.
Можно привести следующий необходимый критерий оптимальности для

задачи Рх.
Теорема 4.23. Пусть X СR" - выпуклое множество, f:X-+Rug:X-+

-► Rm - выпуклые функции. Если х° - решение задачи Рх, то существуют

T7°eR+ м >>0 G R+m такие, что го«/кгд (х°,т?0,^0)' G ЛГ X R?+1 является

решением задачи SvX.
Доказательство. Пусть х° —

решение задачи Рх. Тогда система

f(x)-f(x°)<09 g(x)<0, xGX,

несовместна. По теореме 2.103 найдется вектор (тД;>0)' G R™
+ 1 ДтЛУ*) У

^0, такой, что ,

Lrf(x.y°) = ri0f(x)+y»eg(x)>n0f<pc0)
для всех хЕ X. Отсюда в силу g(x°) < 0 имеем

V(*>У°) = *7(*) + У> *(*) >i?7(*°) + У*(*°) = 1„.(дс°, у) (4.44)

для всех (х, у)' EXX R™. Полагая в (4.44) у=у°, получим

ri°f(x) + )P'g(x)>ri0f(x0) + y0'g(x0) VxGX; (4.45)

полагая в (4.44) х = х°, получим

V°f(x° ) +/ 'g(x° ) > v°f(x° ) + У*(*°) Уу G R?. (4.46)
Неравенства (4.45) и (4.46) доказывают теорему.
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Утверждение теоремы 4.23 имеет сходство с теоремой 4.8 в следующем
смысле: для заданной области Gx ={x: g(x) <0, x G X) приведенное в

теореме необходимое условие может выполняться для произвольных
целевых функций, поскольку возможен случай т?0 = 0. Поэтому, как и в

локальной теории множителей Лагранжа, будем искать условие регулярности,

которое обеспечивает неравенство tj° > 0. Для этого рассмотрим

следующую задачу.

Задача о седловой точке Sx: найти седловую точку (х°,у°Уе
€ X X R

™

функции Лагранжа

на множестве X X R™.

Применим условие регулярности

Rs : множество XQ Rn выпукло, функции g{: X ■+ R, i G /, выпуклы и

существует точка х G ri X такая, что

*,(*)< о, ieiN, *,(*)< о, ieiL.

Теорема 4.24. Пусть X Q Rn - выпуклое множество, /: ЛГ ->R,#/:
X -* R, /€/,-• выпуклые функции и выполнено условие регулярности R*.
Если х° G X - решение задачи Рх, то существует вектор у0 GRJ1 такой,
что (х°, у0)' G X X R™ будетрешением задачи Sx.

Доказательство. По предположению система

Я*)-Д*°)<0, g(x)<0, xGXt
х

не имеет решений. Напротив, в силу Rs система

gjN(x)<0f gfL(x)<0, xGviX,

совместна. По теореме 2.104 найдется вектор (тД у0 У G R™
+

1, rj° Ф 0,

со свойством

V°(f(x)-f(x0))+y0'g(x)>0 VxGX

Без ограничения общности можем считать т?° = 1, т.е.

L(x,y°)=f(x) + y°'g(x)>f(x0) Ух ex.

В силу того, что g(x°)<0i имеем

L(x0,y)=f(x0)+y'g(x0)<f(x0) VyGR'?,
и потому

L(x°ty0) = f(x0)+y°'g(x0)=f(x0).

Отсюда следует, что (х°, у0 У - седловая точка функции L (х, у) на

множестве A'XR™.

Сформулируем теперь достаточные условия для существования решения

задачи Рх. Оказывается, что без дополнительных предположений о

задаче Рх справедлива теорема, обратная к теореме 4.24.

Теорема 4.25. Если (х°, у0У G X X R™ - решение задачи Sx, то х°-

решение Рх.
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Доказательство. Из неравенства L (х°, у) <L (х°, д>°),
справедливого для всех>> G R™, следует

(У - У°)'g(x°)<0 VyeR?. (4,47)

Если в (4.47) положить у
= у0 +>>\ у1 G R™, то получим yl'g(x°) <0

Уу1 G R™. Допуская, что gi0(x°) >0 для /0 G/, приходим к

противоречию при у] > 0 и у] = О, гФ /о. Поэтому g(x°) < 0.

Из (4.47) при у = 0 вытекает неравенство У*V(*°) >0. В силу того,

что g(x°)<0 и />0, получаем /'*(х°) = 0. Из 1(х°, /) < L(x, у0)
УхЕХ сперует f(x°)<f(x) + y°'g(x) VxGX, и тем самым для xEGx
сразу же

f(x°)<f(x) + y°'g(x)<f(x).

Таким образом, с помощью теоремы 4.25 без каких-либо предположений
о целевой функции и функциях ограничений из существования седловой
точки функции L на множестве X X R™ можно сделать вывод о

существовании решения задачи Р\- Возникает вопрос, не является ли для X = Rn

разрешимость задачи Ръ при некоторых условиях достаточной также для

разрешимости Рх = Pi- Действительно, такое заключение удается сделать

для псевдовыпуклой целевой функции / и дифференцируемых
квазивыпуклых функций ограничений gi% i G /.

Теорема 4.26. Пусть/: R"-*R и g{: R" ->R,. / G /, -

дифференцируемые в точке х° функции, f псевдовыпукла, a g{, i G /, квазивыпуклы.
Если (х°, у0)9 G R" X R™ - решение задачи Рг> то х° - решение Л.

Доказательство. 1. Пусть g(x°) < 0. Тогда .у0 = Ои, поскольку
VXL (х°, у0) =0, следует V/(jc°) = 0. По теореме 2.102 функция/
достигает в точке х° глобального минимума.

2. Для /0 Ф ф имеем g( (x) <g; (x°) Vx G G V/ G /0. Из

квазивыпуклости gt следует

Vgi(x°)'(x-x°)<0 VxGG V/G/0.

Учитывая, что у0 >0 и у*} = 0 для /G/\/0, имеем

J?V*/(*°)'(*-*°)<0 VxGG, V/G/. (4.48)

Так как Vx L(x°,y°) = 0, то из (4.48) получаем

Vf(x°)'(x-x°)>0 VxGG.

Отсюда в силу псевдовыпуклости/согласно теореме 2.95 получаем

f(x)>f(x°) VxGG.

Заметим, что в предположениях теоремы 4.26 не может быть сделан

вывод о существовании седловой точки функции L на множестве R" X R™.
Это показывает следующий пример.

Пример 4.9. В задаче

/>,: min{/(x)= -е'х : gx0c) = 1 -х <0, xeR)

целевая функция / - псевдовыпуклая, а функция ограничений g, - аффинная. Кроме
того, для (дг°, у0)' = (1, 2/е)' имеем

vxL(x°,y0) = 2x°e~x2 ->>0=0, vV(*°) = 0, g(x°)<0, v° = 2/e > 0.
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Таким образом, все предположения теоремы 4.26 выполнены. Следовательно,

Х° - 1 - решение задачи Рх. С другой стороны, (х°, у0 У не является седловой точкой

функции L на R X R+, поскольку не для всех xeR справедливо

- Це = L(x°, y°)< L(x,у°)=- е'** + 2(1 - х)/е.

Следует вспомнить о том, что неотрицательная линейная комбинация

квазивыпуклых (или псевдовыпуклых) функций не обязательно дает снова квазивыпуклую

(псевдовыпуклую) функцию. Примером этого как раз и является функция L {х, у0) =

--е'** +2(1 -х)/е.
Если усилить предположения теоремы 4.26, потребовав выпуклости функций / и

£/, / е /, то из разрешимости задачи Ръ все же можно сделать вывод о разрешимости

Sx (при Х = Кп).

4.4. Критерии седловой точки для функции Лагранжа

Теорема 4.27. Пусть /: Rn->Rwg,: R" -> R, i G /, - выпуклые

дифференцируемые в точке х° функции. Если (х°, у0У GR"XR^-
решение задачи Ръ, то (х°, у0)' - решение Sx при X=Rn.

Доказательство. С учетом выпуклости L(x, у0) по х имеем

L(x,y0)-L(x0,y0)>VxL(x0,y0)\x-x°) = 0 VxGR".

Далее, из соотношений y°'g(x°) =» 0, g(x°) < 0, у0 > О следует
неравенство

L(x°,y°)>L(x°ty) VyER?.

Теорема 4.28. Пусть функции /: R"->Rw gt: Rn-»R, /€/,
дифференцируемы в точке х°. Если (х°, у0)' G R" X R™ - решение задачи Sx
при X

= R", то (х°, у0)' - решение Р3.
Доказательство. Поскольку (х°, у0 У - седловая точка L на

Rn X R™, то £(х0) < 0 и y°'g(x°) = 0 (см. доказательство теоремы 4.25).
Из неравенства L(x, у0) - L(x°, у0) > О Vx G R" при jc = jc° + fz,

t G R, ползаем

L(x°+rz,/)-L(x0,/) ft ni

lim — -^ V ** }

=VxL(x°,y°)'z>0 VzGR",

откуда следует VxL(x°,y°) = 0.

Последние две теоремы связывают утверждения локальной и

глобальной теории множителей Лагранжа. В § 4.5 мы дадим обзор структуры
связей между рассмотренными задачами для случая X

= R".
В заключение мы приведем одно утверждение о существовании седловой

точки функции, указывающее на связь с теоремами о минимаксе,

известными, например, из теории игр (см. также § 5.10).
Для произвольной функции S: XX Y -+ R, где X Q R", К С Rm, ут-

верждение о выполнимости соотношения

min max S(xt у) = max min S(x9 у)
xGXy^Y yGY xE:X

называют теоремой о минимаксе.
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Теорема 4.29. Функция S: XX Y-+R, XQRn, YQRm, тогда и

только тогда имеет в (х°, у0)' € X X Y седловую точку на множестве X XY,

когда

S(x°,y°)= min max S(x,y)= max min S(xfy). (4.49)
xGX yGY yGYxGX

Доказательство. Имеют место неравенства

sup S(x,y)>S(x,y)> inf S(x,y) V(x,y)'eXXY,
y^Y x^X

inf sup S(x,y)> sup inf S(x,y).

Поэтому для произвольной точки (х,у)'ЕХХ Y получаем

sup S(x,y)> inf sup 5(дс,у)= sup inf S(x,y)> inf S(x,y).
yGY x^XyGY y^Y xGX xGX

(4.50)
Кроме того, очевидно, что функция S тогда и только тогда имеет в

(х°,у°)' EXX Y седловую точку на XX Y, когда

5(jc°,/)= max S(x°, v)=min S(x,y°). (4.51)
yEY хGX

1. Если функция S имеет в (х°, у0 У седловую точку, то соотношение

(4.49) тотчас же следует из (4.51) и (4.50).
2. Обратно, из (4.49) сразу же вытекает (4.51), и, тем самым,

существование седловой точки (х°,у0)' функции S на множестве XX Y.

4.5. Итоговый обзор

Между рассмотренными выше задачами существуют следующие
взаимосвязи:

{х°,у°У -

решение Ръ

х°
-точкалокального

минимума/ на G

х° - решение Рх

Ос0./*)' -сед-

ловая точка L

дифференци-
руемые функции

выполнено

условие регулярности

z,viL{x9,y9yz>0,
V2E^,(X°), Z Ф0

локальные

критерии

t[

*
1

•

•

I
J

•

•

глобальные

критерии

f1
1

1
t 1

J

•

\ 1

критерии
седловой
точки

4

| f

�1

i
т,
1

г

t

•

|1

1
1
f -

f

•

|т

�1

•
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/псевдовыпукла,
£/, / G /, квази-

вьтуклы

/, gf, i G /, выпуклы

локальные

критерии

глобальные

критерии

• •

•

критерии

седловой

точки

•

•

• •

Данная таблица суммирует результаты главы 4. В ее нижней части

приведены условия, при выполнении которых справедливы импликации,
указанные в верхней части (например, первый столбец соответствует теореме 4.9).

Из таблицы следует; что в случае выпуклых дифференцируемых
функций при выполнении условия регулярности разрешимость одной из задач,

включенных в обзор, влечет разрешимость всех остальных.



5. ТЕОРИЯ ДВОЙСТВЕННОСТИ

5.1. Двойственные задачи математического программирования

Мы обсудим в дальнейшем два пути для вывода теорем двойственности.

Первый подход, который излагается подробно, опирается на теорию
сопряженных функций и одновременно проясняет связи с теорией Куна - Такке-

ра и анализом чувствительности *). Второй подход обсуждается нами не

столь полно и основывается на применении теорем о минимаксе.

Рассмотрим прямую задачу

Рх: min{f(x): xGG), G={x: g(x)<0, xGX),

где X Я Rn - непустое множество, а /, g - отображения вида /: X -*R,
g: *->Rm.

Применяя функцию Лагранжа L, задаче Рх поставим в соответствие

двойственную задачу

Dx: max{*0): У^К)>
где

<р(у) = inf L(x,y)= inf {f(x) + y'g(x)}y >>GR™.

Очевидно, что \р
- отображение вида \p\ R™ -> R U { — «>}.

Исследуем соотношения между решениями пары двойственных

задач Рх и Dx.
Обозначим через а и 0 оптимальные значения прямой и двойственной

задач соответственно, т.е.

а= inf Дх), 0= sup <p(y).

Если при этом G = ф9 то условимся, что а = + °°.

Непосредственно из определения задачи Dx для произвольных функций

/: Af-*R и g: X-*Rm вытекает слабая теорема двойственности.

Теорема 5.1. Для любых (х, у)' 6СХ R™ справедливо неравенство

Л*)>*(У).

В частности,

С*>0. (5.1)

Доказательство. Для произвольной пары точек (х, у),
допустимых соответственно в прямой и двойственной задачах, имеем

*>0О= inf {№+y'g{x))<fix) + y'g(x)<f(n
х&Х

*) См. также (32,55,74).
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Отсюда и следует утверждение теоремы.
Главная цель теории двойственности состоит в том, чтобы

охарактеризовать задачи, для которых в (5.1) имеет место знак равенства. Кроме

того, речь пойдет о существовании решений задач Рх и Dx.
Если в (5.1) выполняется строгое неравенство, то говорят, что для

задач Рх и Dx имеется разрыв в двойственности.

Из теоремы 5.1 видно, что совокупность значений двойственной целевой

функции ^ на RJ" задает нижние границы для значений прямой целевой
функции / на множестве G. Это особенно важно при численном анализе

конкретной задачи математического программирования. Простые примеры
показывают, что практическое значение полученных таким образом оценок

зависит от наличия разрывов в двойственности.

П р и мер 5.1. ДляЛ'= [-1, <») CR; /(*)
=

-х; g(x) =1 получаем sp(y)
= -«•

V;GR+. Тем самым имеем

+ оо = а= inf (-дг)>0= sup sp{y) = -
oo.

хЕС yeR+

Но и конечность 0 не позволяет сделать вывод о "качестве" упомянутой
выше оценки.

Пример 5.2. Для * = (О,1) с R; f(x) = x; g(x)
=
х получаем

*(у)= inf {(l+>0*} = 0, .v€R+,
xGX

+ «> = а= inf jc > /3 = sup *р(у)
= *р(0) = 0.

*e*n-R+ ^£R+

Менее тривиальные примеры можно найти в § 5.5 (примеры 5.8 и 5.10).

5.2. Свойства функции чувствительности
и двойственной целевой функции

В целях построения теории двойственности для задач Рх и Dx на основе

теории сопряженных функций введем понятие функции чувствительности

прямой задачи.
_

Функцией чувствительности задачи Рх назовем отображение q: Rm-*R

вида

q(p) = inf {fix): g(x)<v)9 veRm. (5.2)
хбЛГ

Положим Gv = {x GX: g(x) <v}9 v G Rm. Справедливы соотношения

a = 9(0), X = UwG„, G = G0,

domq= {veRM: q(v)< + °o)={veRm: С1)Фф). (5.3)

Без предположений о выпуклости функций/и g имеет место следующая

теорема.

Теорема 5.2. Пусть q - функция чувствительности произвольной
задачи Рх- Тогда:

\) q монотонно убывает, т.е. из vl <v2 следует q(vl)>q(v2)\
2) int dom q Ф ф.
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Доказательство. 1. Из vl <v2 следует inf f(x)> inf /(*).

2. По предположению ХФф. Пусть дг°ЕХ Положим t>° = £(х°). Тогда
для всех v>v° имеем

С»Фф. q(v)= inf f(x)<f(x°)<~
xt=Gv

и, следовательно, int dom q Ф ф.

В теоремах двойственности большое значение имеет выпуклость

функции чувствительности. Одно достаточное (но не необходимое) услсжие

для этого сформулировано в следующей теореме.
Теорема 5.3. Пусть X Q Rn - выпуклое множество, а /: X -> R,

g: X -+ Rm - выпуклые функции. Тогда функция чувствительности q
задачи Рх выпукла.
Доказательство. Прежде всего вспомним, что

Gy = {xeX: g(x)<y}, yeRm. (5.4)

Пусть yl,y2eRm, ?(/)еК, м,.>0, м, +м2
= 1. Тогда

q(y)= inf f(x), q(iixyx +Ц2У2)= inf fix).
x^Gy х^сц1/^ц2у2

Если xl €Gy*, x2 €Gy*, то в силу неравенства

g(»\xl + H2x2)<H\g(xl) + И2§<х2)<»У +ix2y2
из (5.4) следует txxxl + ju2x2 €GMi>,i +ц2У>.

Тем самым получаем

inf f(x)< inf /(/^jc1 + M2jc2)<

< inf {Mi/(x1) + M2/(^)} = Mi inf /(*V
(дс1, дса) ее/ x <V jc1 ecy

+ M2 inf /(^2) = Mi^01) + M2^02).

Между функцией чувствительности q прямой задачи и двойственной
целевой функцией <р имеется следующая связь.

Теорема 5.4. Если q - функция чувствительности задачи Рх, то

*iy) = -qci~y) = inf {q{v) + y'v). У^К',

в частности, отсюда вытекает, что \р - вогнутая функция.
Доказательство. 1. По определению сопряженной функции имеем

-<7c(-v)= inf {q(v) + y'v}.
uGRm

Положим

fix), если g(x)<v,

■•>■(�F(x,
в противном случае,
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и так как q(v) = inf F(xy i>), получим
xGX

-qc(-y)= inf inf {F(x, v) + y'v).
uGRm x^X

Поскольку переменные х и v независимы друг от друга, то для у Е R™

имеем

-qc(~y)= inf inf </(*)+/и} =

хЕСу и £ dom <?

= inf {f(x)+ y'g(x)) = *(yl yGR?.
xGX

2. Так как функция qc выпукла, то кр вогнута. Кроме того, множество

{у: ${у)> — °°}выпукло.
С учетом теоремы 5.4, а также монотонности функции

чувствительности q задачи Рх и Dx могут быть представлены в виде

Рх: min {q(v): uG-R™}, Dx: max{ - qc(-y): ^R^}.
В силу того, что dom q Фф, можно записать

sup </>00= sup {-qc(-y)} =

= sup {0'(-y)-qc(-y)} = qcc(0). (5#5)
- j'G dom qc

Поэтому утверждение теоремы 5.1 можно сформулировать так:

<7(0)><Г(0). (5.6)

Это соотношение нам уже известно из § 3.2.

Предыдущие рассуждения позволяют наглядно интерпретировать теорию
двойственности, а также глобальную теорию множителей Лагранжа (см.
§ 4.4). Соотношение \р{у) = inf (q{v) +yv) означает, что невертикаль-

Рис. 5.1.
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ная гиперплоскость

H={(v,n)'eRm
+ l: M + /w = *(y)>

является опорной гиперплоскостью к множеству epiq и что (см. рис. 5.1)

epi?C#+, H+={(v,n)'eRm
+ 1: n+y'v>*(y)).

Вектору G R™ такой, что Я является невертикальной гиперплоскостью,
опорной к epi q в точке (0,<7(0))', существует не всегда. Теорема 5.1
говорит лишь о том, что

*00<«(0) VytR?, (5.7)

а это означает, что значение координаты м точки пересечения Я с осью

ординат не превосходит q(0). Если sup sp(y) < q(0), то для задач Рх и

/—и *и

yG R
+

D* имеется разрыв в двойственности (см. рис. 5.1).
В следующем параграфе мы укажем некоторые соотношения

эквивалентности с тем, чтобы сформулировать потом достаточные условия для

выполнения равенства в (5.1) и (5.6).

5.3. Другие утверждения о функции чувствительности

Принимая во внимание равенства (5.5), тотчас же получаем следующую

теорему.

Теорема 5.5. Для выполнения соотношения

а= inf /(*)= sup ip(y) = (l
х GG ^-n™

yGR+

необходимо и достаточно, чтобы

q(0) = qcc(0).

Теорема 5.5 включает также случаи а = 0 = +<»иа = |3=-<». Покажем
это на следующих примерах.

Пример 5.3. ДцяХ= (- °°, 1] cR,/(x) =х + 1, g(x) =x находим q(v) = — «>,

*р(у)=-<~ V^eR+. Поэтому а = 0 = —
«>.

Пример 5.4. Для Х= [1,2] с R, f(x) = x+ 1, g(x)=x находим

[ 2, если и€ [1, °°),
q(v)= \ *0')=2 + >\ ^6R+.

I + оо
в противном случае,

Отсюда а = 0 = + °°.

Теорема 5.5 следующим образом характеризует функции

чувствительности, которые обеспечивают равенство в (5.1) или (5.7) .точка (0,^(0))' Е
G Rm

+ 1
должна принадлежать графику поточечно наибольшей

полунепрерывной снизу выпуклой функции q = qcc9 которая расположена ниже q

(см. в этой связи теорему 3.16).
Следующие примеры показывают, что из существования решения одной

из задач Рх или Dx нельзя сделать вывод о существовании решения другой

из них (также и при а = 0).
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Пример 5.5. Для X = Rt fix) =
е х, g(x) = -

х находим

?(0)= inf е~* = 0, <*>0') = inf {е~х - ух), у>0,
jcGR+ jcGR

т.е.

[ О, если J> = О,
*0') =

у
-

оо, если ^>0.

Таким образом, sup ур{у) - ^(0) = 0.

yeR+

Задача Dx имеет решение у
- О, в то время как у Рх решение не существует

(хотя а = 0).
Пример 5.6. Для Х- R+, /(*) = - 2\JT, g(x) =* находим

{-
2 v57 если v > 0, ,Лч ,. Л

?(0)=/(0),
+ °° в противном случае,

( - —

при у > 0,

*(?) = inf {-^vT+jjc}-!
3'

x6R+ I - °° при у
= 0у

отсюда sup ^00 = 0.

Задача Рх имеет решение х° = 0, задача же Dx решения не имеет (хотя а = 0 = 0).

Справедлива следующая теорема о существовании решений задачи Dx.
Теорема 5.6. Пусть значение q(0) функции чувствительности q

задачи Рх конечно. Тогда следующие утверждения эквивалентны:

1)-/€047(0);
2) inf /(*) = max *00 = *(y°).

£Ъш к тому же Рх имеет решение х°, то первое утверждение
эквивалентно

3)A*°)= min /(*) = max *(y) = sp(y°).
x^g yeRm

Доказательство. Для конечного значения q(0) имеем

-y°Gbq(0) <=*q(v)>q(0)-y°'v VuGRm,

*=><р(у°) = inf {q(v) + y°'v)>q(0).

Отсюда и из слабой теоремы двойственности (теорема 5.1) следует
эквивалентность первых двух утверждений теоремы. Эквивалентность первого и

третьего утверждений в предположении q(0) = f(x°) очевидна.

5.4. Сильная теорема двойственности

Поскольку

sup L(x, у) =

sup {f(x) + y'g(x)} =

y£R+ y^R+

/(*), если g(x)<0,

+ «> если g(x)>0,

то второе утверждение теоремы 5.6 можно записать также в виде

inf sup L(xy y)= max inf L(x, у).
хедг )-eRf ye*? x<=x
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Третье утверждение эквивалентно

Дх°)= min sup L(x,y) = max inf L(xty) = L(jc0,/), (5.8)
xt=x yGR? yeR? x*=x

что согласно § 4.4 эквивалентно существованиюседловойточки (х°,у0)'
функции Лагранжа L на множестве X X R™ .

Таким образом, глобальный критерий оптимальности из теоремы 4.24

является частным случаем теорем двойственности для задач Рх и Dx.
Теорема 5.7. (сильная теорема двойственности). Пусть значение

(7(0) функции чувствительности q задачи Рх конечно, функции f, g
выпуклы на множестве Xи выполнено условие регулярности R?. Тогда

inf /(*)= max *(у) = *(у°). (5.9)

Если к тому же задача Рх имеет решение х°, то

f(x°) = min/(*) = max ^00 = ^0°). (5.10)
x^G /eR?

Доказательство. По предположению а = inf f(x) конечно.

xGG

Поэтому система

/(*)-<*<0, g(x)<0

не имеет в X решений. Если выполнено условие R*, то по теореме 2.104

существует^0 € R J1 такой, что

(f(x) - a) +y°'g(x) >0 WxEX.

Отсюда следует

^0°)= inf {f(x)+y°'g(x)} >q(0) = a .

xGX

Учитывая теорему 5.1, получаем (5.9) и (5.10).
Остановимся теперь на вопросе о связи между доказанными выше

теоремами.

Теорема 5.6 делает возможной геометрическую интерпретацию сильной

теоремы двойственности (а тем самым и глобального критерия
оптимальности из теоремы 4.24). Условие, согласно которому задача Dx имеет

решение со свойством а = 0, в силу теоремы 5.6 эквивалентно утверждению
о том, что множество epi q имеет невертикальную опорную гиперплоскость
Я в точке (0,(?(0))'6Rm+I (рис. 5.2). Как показывает пример 5.6, это

условие отнюдь не обязано выполняться и в предположении выпуклости

функции £.

Если же функция / выпукла, то условие регулярности R* обеспечивает

существование подобной невертикальной гиперплоскости, опорной к

множеству epi q.

Теоремы 4.23, 4.24 и 5.7 были доказаны путем применения конкретной

теоремы отделимости в форме утверждения о разрешимости системы

выпуклых неравенств. Сформулируем теперь теоремы 5.6 и 5.7 как утверждения
об отделимости для некоторых выпуклых множеств.

В силу монотонности функции q для невертикальной гиперплоскости Я,

опорной к множеству epi q, всегда у > 0, поэтому соотношение -.у0 G bq (0)
эквивалентно неравенству у0 > Ои "невертикальной разделимости" выпук-
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лых множеств epi q - I
/л\ ) и - R+w+l (рис. 5.3) гиперплоскостью

#°= {(y,/i)'GRm
+ 1: л+/'и =-?'(/)}.

С другой стороны, из доказательства теоремы 5.7 следует разделимость
множеств

М={(р9ц)'еКт
+ 1: IxGX: /(x)-a</i, g(x)<v} (5.11)

h-R?+i.
Тесная связь между различными подходами становится ясной из

следующего соотношения:

intepi.<7CM + (£)c epiq. (5.12)

Действительно, для q (v) < + °°
неравенство

Л> inf {/(*): q(x)<v)-a
xGX

имеет место тогда и только тогда, когда существует вектор х€ X такой,

что/(дс) - а </и и g (х) < v . Но это означает, что

М2 {(»,ц)': n>q(v), uGdom q } -(0, a)'.

Рис. 5 3.
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Так как, с одной стороны,

intepitf ={(t>, д)': n>q(v)9 vGint domq} ,

то

intepiqrCAf + (д).
С другой стороны, из определения Ми (7 имеем

Объединяя два последних соотношения, получаем (S.12).
Для задачи выпуклого программирования можно ввести понятие

устойчивости. Выпуклая задача Р* называется устойчивой, если

ЬЯ(0)Фф . (5.13)
Устойчивость задачи Рх всегда влечет вФф. ЕслиР* устойчива, то

справедливо одно из двух соотношений:

1)<7(0)
= -~ 3(7(0) = Rm;

2)(7(0) = а конечно н фФ bq(0) С Rm. (5.14)

Принимая во внимание теоремы 2.78 и 5.6, получаем следующую харак-
теризацию устойчивых задач.

Теорема 5.8. Выпуклая задача Рх устойчива тогда и только тогда,
когда выполнено одно из следующих условий:

1)3*0<0: q+(0,h)>ko VheK(domq), 0 < В Л IK 1;

2)3*! <0: (q(v)-q(0))/Ui>kl VvGdomq, иФО;

3) задача Dx имеет решение у0 и а = /J.
Если предполагается существование решения Рх, то устойчивость задачи

Рх эквивалентна существованию седловой точки функции Лагранжа L на

множестве XX R+1* .

Согласно теоремам 5.6 и 5.7 условие регулярности К5* влечет

устойчивость задачи Рх- Для частного случая X=Rn и IL =ф этот факт тотчас же

следует из теоремы 2.77.

Далее каждое из условий регулярности R\ -R$ из п. 4.2.3 (при

соответствующих предположениях о днфференцируемости) является достаточным

для устойчивости задачи выпуклого программирования Рх при X=R".
После подробного обсуждения условий, достаточных для выполнения

соотношения bq(0) Ф ф, мы займемся достаточными условиями для

того, чтобы

Я(0)-яесф). (5.15)

Разумеется,из bq(0) Фф следует справедливость (5.15). Будем искать

условия, которые являются более слабыми, нежели существование

субдифференциала Э?(0).
Теорема 5.9. Пусть множество X £R" замкнуто и выпукло,функции

/: X-+R и g:X-+Rm непрерывны и выпуклы, значение q(0) конечно, а

множество

Му= {xGG: f(x)<y)
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непусто и компактно для некоторого ч> q (0). Тогда

inf fix)- sup ф(у).

Доказательство. По теореме 3.16 для конечного q(0)
соотношение (5.15) выполняется тогда и только тогда, когда выпуклая функция q

полунепрерывна снизу в точке v = 0. Для того чтобы показать последнее,

мы допустим, что q не является полунепрерывной снизу в точке v = 0.

Тогда найдется последовательность {v *} С domq такая, что II vk II-*0 и

Q(vk)-*Qo, где q0<q(Q). При этом q(v*<) - inf /(дг), где Gk =

xGCvk
= {xG X: g(x) <v к}Фф. Итак, для каждого ^GN существует точка

хк Е (7
и к

, удовлетворяющая неравенствам

4(и*)</(;с*)<<70;*)+1/*.
Для определенной таким образом последовательности {хк} имеем

lim f(xk) =<70.

Выбирая произвольно е >0, можем для последовательности {хк}
определить номер к€ так, чтобы

хкеМ€ ={хЕХ: g,(x)<et tei; f(x)<q(0)) Vk>k€. (5.16)

По теореме 2.86 из ограниченности множества Му следует

ограниченность М€, а тем самым и ограниченность последовательности {хк) .

Поэтому в { хк ) существует подпоследовательность, которая в силу замкнутости
множества X и непрерывности функций / и g сходится к точке х° Е X со

свойством g(x°) <0, f(x°) =q0. Таким образом, применительно к задаче

Рх точка х° является допустимой и для нее выполняется f(x°) <q(0).
Получили противоречие. Поэтому функция q полунепрерывна снизу в

точке v = 0. Отсюда с учетом теоремы 5.5 и вытекает требуемое
утверждение.

Замечание. Если допустимое множество G задачи Рх непусто и

компактно, то и Л/^ (о) +1 непусто и компактно. Для многих практических
постановок можно считать это предположение выполненным.

Доказанные нами выше теоремы двойственности не дают, конечно,

еще полной картины взаимной связи между существованием решений
для задач Рх и Dx. В частности, пока остается открытым* вопрос о том,

как, зная решения двойственной задачи DXy сделать вывод о решениях

прямой задачи Р х. Но прежде чем сформулировать такую "обратную" теорему
двойственности, приведем обзор полученных фактов и продемонстрируем
возможные случаи на примерах.

5.5. Примеры

В следующих пяти примерах рассматриваются функции двух
переменных

/(*1.*2)=*2. *(*Ь*2)=*1.

Примеры различаются лишь выбором множества XCR2.
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PX \

1
g
О

a
и

о

о

-е-

и

о

a =—oo

Ot = oo

$ конечно

а = 0

существует
решение

пример
5.5

невозможно

согласно

теореме 5.6

не

существует

решения

а> 0

| существу-
| ет решение

не

существует решения

/3 = °° в — — °°

невозможно согласно теореме 5.6

пример 5.6

пример 5.7
пример
5.10

пример
5.8

невозможно

согласно

теореме 5.6

невозможно согласно теореме 5.6

пример

5.2

пример

5.9

пример

5.4

пример

5.11

пример

5.3

пример

5.1

Пример 5.7. Для (рис. 5.4)

X={x*=R2: 0<х,<1, 1 -s/P, <х2<2)

получаем (рис. 5.5)

dom q
- [0, °°), q{v) = {

1 - y/v, если ue [0,1),

0, если uG [I, °°),

<p(y) = inf{q(v)+yv} = |
v I 1 - l/(4>0, если уе [1/2,-).

Имеем

a = ?(0)=/(0, 1)= 1 = 0 =
sup *(y);
y>0

задача D\ не имеет решения.

+oo

/4

1

Рис. 5.5.

V
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Пример 5.8. Для (рис. 5.6)

*={л*е R2: 0<хг < 1, 2 <*2 < 3 при х, =0,

получаем (рис. 5.7)

dom qr = [0, °°)%

( 2, если v - 0,

?(и) = | 1 - >/17, если и е (0,1),

- >/xJ <дг2 <3 при xt> 0}

О,

*0>) ■Г11 -1

если v е [ 1, оо),

если >>е[0,1/2),

1<Ау\ если >е [1/2, ~).

Имеем

a = <j(O) = 2>0 = l;

задача /)* не имеет решения.

Пример 5.9. Для (рис. 5.8)

X={xeR2: 0<х,<1, I -y/xl<x2<2)

9<4>k

+oo

Рис. 5.9.
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получаем (рис. 5.9)

dom q
= (0, «»),

= / 1 - v/u, если и е (0,1),

если v G [ 1, <»),

если >е [0,1/2),

1/(4>0, если уЕ: [1/2, ~).

Имеем

а = <7(О) = + ~>0= 1;

задача Ду не имеет решения.

Пример 5.10. Для (рис. 5.10)

*={*eR2: 0 <*j <2, 3 <х2 <4 прид^ =0, К х, <4 прих, >0 }

2 £>

Рис. 5.10.

01 /

Рис. 5.11.

Q(v):{t

получаем (рис. 5.11)

dom qr
= [0,«»),

если v - О,

если и е (0, «>),

<р(у)si при >> > 0.

Имеем

<* = ?(О) = 3>0 = 1.

Каждая точкам 6R+ является решением задачи £>* .

Пример 5.11. Для (рис. 5.12)

* = {xeR2: 0<х, < 1, 1 <х2 <2 при jct =0,

получаем (рис. 5.13)

dom q = [0, «>),

—°°<х2 < 2 прид-j >0 }

={-
1, если и = 0,

q(v) .

-°°, если vG (0, <»),

*0')= —~ при у& R+.
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Рис. 5.12.

Имеем

qcv)k

+00

Рис. 5.13.

a = q{0) = 1 >0 = -
~.

Хотя супремум в задаче Dx Достигается для любогоу е R+, несмотря на это мы в*

этом случае не можем говорить о существовании решений задачи Dx-

5.6. Обратные теоремы двойственности

Для исследования задач Рх и Dx примеры 5.2 и 5.9 интересны в том

отношении, что в них задача Dx имеет конечное оптимальное значение?

но задача Рх не содержит допустимых точек. Тем не менее

рассмотренные в обоих примерах задачи Рх будут совместными при сколь угодно

малых "возмущениях". Эту ситуацию точнее характеризует следующая

теорема.

Теорема 5.10. Пусть заданы задачи Рх и Dxc выпуклой функцией
чувствительности q у Рх- Предположим, что q (0) = + °° и 0 конечно. Тогда

0 € dom q.

Доказательство. Предположим, 0 ф dom q. Тогда нулевой вектор
может быть строго отделен некоторой гиперплоскостью от выпуклого

множества dom^, т.е. существуют е>0 и w £ R™ такие, что w'v > е>0
V v Е dom q.

В силу того, что v =g(x) €dom<7 VorG^f, справедливо, в частности,

неравенство inf {w'g (x)} > 0. Если для некоторого у*€ R
™

выполняет-

ся соотношение

inf (/W+/'^)} = ^)>-<»,
дсЕ X

то для произвольного t > 0 получим

ур(у* + tw)><p(y*) + t inf Wg(x)} .

xGX

При t -*+ °° отсюда вытекает 0 = + °°, что противоречит условиям теоремы.
Случай 0 = — о© (см. также примеры 5.1, 5.3 и 5.11) достаточно полно

характеризуется следующей теоремой.
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Теорема 5.11. Пусть заданы задачи Рх и Dx с выпуклой
функцией чувствительности q у Рх. Равенство 0= -°° эквивалентно тому, что

q(v)=-°° хотя бы для одного vedomq.
Доказательство. 1. Пусть *р(у) = - °° Уу G R™ и q(v) > - °°

VyEdomq. По теореме 5.2 int domq Фф. Поэтому для произвольно

выбранного фиксированного uGintdom^ существует субградиент у € -RJ" .

Полагая у= -у, имеем

q(v) > q(v) +y\v -ТГ) Vv G Rm,

и тем самым

ьр(у) = inf { g(v) +y'v } > q(v) +д>'и,
v

что противоречит предположению #(у) = - °° V>> G R™.
2. Обратное утверждение следует из теоремы 5.1. Возможен также путь

доказательства, опирающийся на теорему 3.16.

Теперь мы хотим, исходя их свойств двойственной задачи Dx,
сделать вывод о свойствах прямой задачи Рх. Пусть у° —

решение задачи

£>х'*(У°)= max кр{у) и

Qo=ix0eRn:<p(y0) = L(x°fy0)= inf {f(x) +y°'g(x))} . (5.17)

Следует отметить, что множество Q0 может быть пустым и, кроме

того, не каждый элемент из Q0 является одновременно решением

задачи Рх, даже в случае а = 0. Проиллюстрируем это на примере.

Пример 5.12. Для X = R, gix) = х,

(-
х, если х < О,

О, если х > О,

получаем

inf {/(*):*(*)< О) =/(0) = О,
jceR

{-
х +уху если х < О,

уде, если х > О,

{-v,
если и < О,

О, если v > О,

(О,
если 0 <;' < 1,

-°°, если v > 1,

и поэтому

sup ${у) = «р(0) = 0.

В силу равенства

- х°, если х° < 0,( -х°
L(x<\0) = (

если х° > 0,

имеем Q0 ={х°:х° >0}% но лишь jc° = 0 является допустимой точкой задачи Рх.

159



Однако справедлива следующая теорема.
Теорема 5.12. Пусть у0 - решение задачи Dx и

a = 0 = *tvo). (5.18).

Для того чтобы точка х° € G была решением задачи Рх* необходимо и

достаточно, чтобы выполнялись соотношения:

x°eQ0, y°'g(x°) = 0, g(xo)<0.

Доказательство. 1. Пусть х° —

решение задачи Рх- Тогда в

силу (5.18) функция Пагранжа L имеет в (х°,у0)' седловую точку на

множестве X X R™, а это означает, что

L(x°,/) = min L(x,y0),)
Х(ЕХ

(5.19)
y°g(xo) = 0, *К*°)<0. J
2. Если выполняются соотношения (5.19), то (х°,у0)' - седловая

точка функции L на множестве X X R™ и тем самым х° -

решение задачи

Сформулируем "обратную" теорему двойственности.

Теорема 5.13. Пусть в задаче Рх множество X С R" замкнуто и

выпукло, функции f:X-*R и g:X-+Rm непрерывны и выпуклы на X,

у0 - решение задачи Dx, множество Q0 непусто и компактно и в

Qo существует допустимая в задаче Рх точка. Тогда:

1) задача Рх имеет решение х*, для которого

f(x*)*q(0)= su£w*(y)
= *(y°);

2) если к тому же g(x) = const на Q0, то любая точка х° GQ0
является решением Рх.
Доказательство. 1. Так как по предположению задачаDxимеет

решение, а для Рх существует допустимая точка, то достаточно

показать, что а = 0 и Рх имеет решение *).
2. Докажем вначале существование решения задачи Рх- Пусть x°GQ0.

Функция

Ф{х) = Цх.у°)-а, хЕХ,

выпукла и непрерывна на X, а множество ( х€Х: i//(jc) < 0} = (?0 по

условию компактно. Поэтому в силу теорем 2.86, 2.87 компактно при
д = а - 0 + 1 и множество

Q^{xEX:Hx)<n}={xeX:f(x)^y0'gix)<q(0)^\ ) .

Пусть теперь {хк) - прследовательность допустимых в задаче Рх
точек и \imf(xk) = q(0). Поскольку хк Е G Ук Е N и тем самым

к-+оо

y°'g(xk)<0, существует число к0 такое, что хк Ефм Vk>kQ. Инфимум

*) Согласно приведенной на стр. 155 таблице здесь могут встретатьоя лишь те

случаи, которые характеризуются примерами 5.5 и 5.10.
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функции / на множествах

к>к0

удовлетворяет соотношениям

(7(0) > inf
. f(x)> inf/(*) = ?(0).

Поэтому

a=inf/(x) = inf f(x).

Так как множество Q^C^G компактно, а функция / непрерывна, то ин-

фимум / на G достигается в некоторой точке х* £ Q^ П G С G:

/(*') = inf/(*).
xt=G

Тем самым показано существование решения задачи Рх-
З.При проверке соотношения a = /3 мы будем придерживаться (в

частности, в обозначениях) доказательства теоремы 5.9. Покажем, что

функция q полунепрерывна снизу в точке 0 € Rm. Для доказательства

теоремы 5.9 был существенным тот факт, что построенная
последовательность {хМ при к>к0 лежит в компактном множестве, а это

обеспечивает существование сходящейся к некоторой допустимой точке х*

подпоследовательности, причем f(x*)=q0.
Вместо множества М€, определенного в (5.16), используем теперь

множество QM. Очевидно, в силу неравенств q(vk) < f(xk) < q(vk) + \/к
и g(xk)<vki где lli/4l->0, найдется номер к0 такой, что хк ££?м при

к>к0. Вследствие компактности множества £?м последовательность {хк}
ограничена и, как и при доказательстве теоремы 5.9, отсюда мы делаем

вывод о существовании допустимой точки х* со свойством /(**) =
qo <

<q(0). Получим противоречие.
4. Из равенства/(jc*) = v?0;O) следует, что (х*,у0)' является седловой

точкой функции L на множестве XX R™. Отсюда вытекает, что х* G Q0

и, если функция g постоянна на Q0i f(x*)=f(x°) Vx°EQ0.
Следовательно, любая точка х° GQ0 является решением Р*.

Теорема 5.13 справедлива, в частности, когда множество Q0
содержит лишь единственный элемент х° (при условии, что выполнены

остальные предположения). Точка х° является тогда единственным
решением задачи Рх-

Такой случай возникает, например, когда функция /(дс) +y°'g(x)
строго выпукла по х на множестве X или когда для некоторой точки х* Е

£(?о существует окрестность, в которой f(x) +y°'g(x) строго выпукла
(тогда х* —единственный элемент Go)- Для строгой выпуклости f(x) +

+y°'g(x) на X или, соответственно, в окрестности точки х\ как

известно, достаточно, чтобы этим свойством обладала функция / или одна из

функций £/, для которой у*>0.
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5.7. Теоремы двойственности дня частных задач

5.7.1. Задача линейного программирования. В линейном

программировании прямой линейной задаче

PL: min{c'x:xeGL)f (5.20)

где GL = {xGR": Ax>b) ,c€Rw, beRM, A - матрица порядка т X и,

ставится в соответствие двойственная линейная задача

DL. max(b'y:yeGi), (5.21)

где Gl = {у е Rm : А 'у = с, у > 0 } .

Наряду с данной в литературе рассматриваются и другие пары
двойственных задач линейного программирования. Их допустимые множества

приведены в следующей таблице:

1

2

3

4

прямая задача

Ах>Ь

Ах>Ь, х>0

Ах = Ь, х>0

Ах = Ь

двойственная задача

А'у -с, у > 0

А'у <с, у>0

А'у <с

А'у - с

Теоремы двойственности для пар задач 2, 3 и 4 могут быть получены из

теоремы двойственности для пары 1 с помощью простых дополнительных

выкладок.

Далее мы покажем, как из развитой нами выше общей теории следуют

теоремы двойственности для линейного программирования. Для этого

запишем Р\ в виде

Р: min{f(x):g(x)<0,xeX} ,

где ЛГ = К", g(x) = b-Ax.
В соответствии с общим подходом найдем двойственную целевую

функцию

*00= inf {/(*)+/*(*)} = in(A c'x+y'(b-Ax)) =

хЕ:Х x^R

= М iy'b+ic' -y'A)x) =

f y'b, если А'у =с,у>0у

[ _оо в противном случае.

Итак, в рамках нашего общего подхода задаче Р ставится в соответствие

двойственная задача

D: max{^(v):^GR^},

которая совпадает с уже известной нам двойственной задачей D^. Так

как в данном случае / и g
—

выпуклые функции, то множество epiq
выпукло. Для конечного а существует решение линейной задачи Р^>
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поскольку, как известно, линейная ограниченная снизу на выпуклом

многогранном множестве функция / достигает на нем своего минимума.

Кроме того, для PL выполнено условие регулярности R*, Поэтому
для конечного а найдется также по крайней мере одна точка у0 € Rm

такая, что

а = f(x°) = с'х° = *(у°) = b'y° = р. (5.22)

Таким образом, для линейных задач случаи из таблицы на с. 155,
характеризуемые примерами 5.8, 5.10 и 5.11, невозможны.

Если записать D как прямую задачу

А
У'(-Ь): с и\-А'\у<0mm

то по аналогии можно заключить, что для конечного 0 существуют у Е

GRm и х° GRn такие, что выполняются равенства (5.22).. Поэтому из

соображений симметрии из таблицы на стр. 155 следует исключить случаи,

характеризуемые примерами 5.6, 5.2 и 5.9.

Таким образом, справедлива следующая теорема.

Теорема 5.14. Для пары задач линейного программирования PL и

DL имеют место следующие утверждения:
1) если одна из задач имеет решение, то разрешима и другая; при этом

<* = 0;
2) если обе задачи имеют допустимые точки, то они обе разрешимы;

при этом а = 0.
Для пары двойственных задач линейного програмирования (в R" и

соответственно в Rm) не могут возникать разрывы в двойственности.
5.7.2. Задача квадратичного программирования. Задача квадратичного

программирования относится к первым нелинейным задачам, для которых
были сформулированы теоремы двойственности (например, Дорном [14]
в 1960 г.).

Прямой задаче квадратичного программирования

Г 1

I 2
min \f(x) =—x'Cx r c'x: xEGq], (5.23)

где Gq = {хG Rn: Ах<Ъ }, cGR", /jGRm, С -

симметрическая
положительно полуопределенная матрица порядка пХ п, А — матрица
порядка m X я, ставится в соответствие двойственная задача квадратичного

программирования

DQ:maxl- -х'Сх - Ь'у: (х,у)' eGg\ , (5.24)

где G*Q={(x,y)'eRn XR": Сх-А'у-с = 0) .

Дпя того чтобы для этих задач вывести теоремы двойственности из

нашей общей теории, положим в задаче Рх

X = Rn, f(x) = -x'Cx - c'x, g(x) = Ax-b.
2

И»
"
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Как в линейном случае, справедливо утверждение: если целевая функция
/ прямой задачи Pq ограничена снизу на Gq, to она достигает своего

минимума на Gq в некоторой точке этого множества (см. [61].).
В рамках общего подхода задаче Pq соответствует двойственная

задача

m*x{<p(y):yG R™ } = max! mfw l—x'Cx - с'х + у'(Ах -Ь)\: yeRm\.
(5.25)

Для произвольного фиксированного у Е R™ функция Лагранжа

L(x,y) = -х'Сх - с'х +у'(Ах -Ъ) = -х'Сх -у'Ь + (у'А - с>,
2 2

(х,у)' ERn X R™, ограничена сш!зу по х тогда и только тогда, когда

существует точка х° Е R" такая, что

VxZ,(x°, у) = Сх° + А 'у - с = 0.

Для этой точки

Цх°,у) = --х°'Сх0 -у'Ь.
2

Поэтому задача (5.25) совпадает с задачей Dq.
Так же как и в линейном программировании, для квадратичной

задачи Pq (в силу линейности ограничений) всегда выполнено условие

регулярности R%. Поэтому, помимо сформулированных ранее общих
теорем двойственности, для пары двойственных задач квадратичного

программирования Pq,Dq справедлива следующая теорема.

Теорема 5.15. Пусть заданы задачи Pq и Dq. Если значение а

конечно, то:

1) существует х° - решение задачи Pq\
2)a=/(x°)-ft
3) существует вектор у0 G R™ такой, что (х°,у0)'- решение задачи

DQ; при этом L(x° ,y°) = fi.
Кроме того, имеет место следующая "обратная" теорема двойственности.

Теорема 5.16. Если (х°,у0)' - решение двойственной задачи

Dq, to существует точка х* GGq, удовлетворяющая соотношениям:

\)С(х* -лг°) = 0;
2)а= inf /(*)=/(**) = /*.

xGGq
Доказательство. Из слабой теоремы двойственности

(теорема 5.1) следует, что / ограничена снизу на замкнутом многогранном
множестве Gq. Следовательно, существует х* -

решение задачи Pq.
Тогда по теореме 5.15 имеем а = 0, а по теореме 4.24 L(x*, у0) =

= minZ,(x,.y0). Отсюда следует, что х*'С+у° А -с'- 0. Но, кроме ТО-
де

rq х°''С+у°'А -с' = 0, а тем самым и С(х* -лг°) = 0.

Замечание. Следует отметить, что условия теоремы 5.16 не

гарантируют, что х° будет решением задачи Pq. Однако справедлива
следующая теорема.
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Теорема 5.17. Пусть в задаче Pq матрица С порядка пХп

положительно определена. Если (x°ty°)'G Rn X R™ является решением

задачи Dq, то х° - решение Рп и а = 0.
Доказательство. По условию функция Лагранжа L строго

выпукла по х для произвольного фиксированного у £ R™.

Из замечания к теореме 5.13 следует, что все ее условия выполнены.

Отсюда получаем требуемое утверждение.
Полагая, в частности, С- 0(0— нулевая матрица), из приведенных

выше теорем двойственности снова получаем известные теоремы
линейного программирования.

Соответствующая модификация предыдущего подхода позволяет

вывести теоремы двойственности для пары симметричных двойственных
задач квадратичного программирования:

PQ:m'mlf(xty)=-x'Cx+-y'Dy+c'x:(x,y)'eGQ \ , (5.26)

Gq
= {(х, уУ G R^ X R™: Ах + Dy > -Ъ ) ,

Z)^: max {/,(*,>>) =
- -x'Cx - -^y'Dy - Ъ'у: (х,у)'GG'q [ , (5.27)

Gq
= { (х, У)' е Rn+ X R™ : Сх - А 'у > -с },

где А — матрица порядка m X я, С и D — симметрические положительно

определенные матрицы порядка пХ п и mXm соответственно.

На подробностях мы здесь не останавливаемся.

5.8. Теоремы двойственности дня задач
с дифференцируемыми выпуклыми функциями ограничений и цели

Пусть в дальнейшем функции /: Rn -* R и £,-: R" -* R, /€/, выпуклы
и дифференцируемы. Рассмотрим двойственные (по Вулфу [85]) задачи

P:min{f(x):xeG) , (5.28)

G={xERn: g(x)<0} ,

D:m*x{L(x,y): (x,y)'eG*) , (5.29)

G*={(x,y)'eRnXRnl:VxL(x,y) = 0} .

Вначале обсудим связь между двойственной задачей D и задачей Dx,

которая ставилась в соответствие задаче Р в рамках общего подхода:

max{</>(y)-;y<ER"4 = max{ inf L(x,y):yG R™ ) . (5.30)

Если в (5.30) инфимум функции L(x,y*) при фиксированном у* > О

достигается в точке х*9 то VхЬ(х*,у*) = 0. Поэтому для любого

фиксированного у* из множества

M={yeR"l: infnL(x,y) достигается} (5.31)
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соотношение

Ф*) = Ь{х\у*)
выполняется для всех (х*,у*)'е{(х,ут)'GRn XR™:VxL(x,ym) = 0)9 так

что задача D может быть записана также в форме

тах{*р(у):уеМ}.
Точки у£М не оказывают влияния на отыскание максимума в

задаче D. Поэтому очевидно, что слабая теорема двойственности (теорема S.1)
выполняется и для задач (S.28) и (5.29).

Следует заметить, что множество Л/, вообще говоря, не является

выпуклым и может быть пусто и при конечном значении 0.
Пусть х° - решение задачи (5.28). При выполнении условий сильной

теоремы двойственности (теорема 5.7) для задач (5.28) и (5.29)
существует точка .у0 € R™ такая, что

* = f(x°) = L(x\y0)=ML(x,y°) = <>(y0) = {}.

Очевидно, что (х0,у0)' будет тогда решением и задачи (5.29), т.е. мы

получили следующий результат (см. [54]).
Теорема 5.18. Пусть х° GRW - решение задачи Р и выполнено

условие регулярности Rs. Тогда существует точка у0 € RJ1 такая, что

(х°,у0)' будет решением задачи D и

a=/(jc0) = I(jc°^°) = sup {L(x,y):VxL(x,y) = 0,yeRm+ ) .

Мангасаряну принадлежит следующая "обратная" теорема
двойственности.

Теорема5.19. Пусть х° -решение задачи Р, (х*, у*)'- решение
задачи D, L(x,y*) - строго выпуклая по х в некоторой окрестности точки х*

функция и для Р выполнено условие регулярности Д5. Тогда

х*=х°, a=f(x°) = L(x°ty')=L(x\y*) = (}.

Доказательство. Из теоремы 5.18 вытекает существование

точки у0 GR™ такой, что (х°,у0)' является решением задачи А при этом

L(x\y*}= L(x°,y°) = sup{L(xty): VxL(x,y) = 0, yGR™ ) .

Кроме того, по теореме 5.12 y°'g(x0) = 0.

Если допустить, что х* Фх°, то в силу строгой выпуклости L(x,ym)
в окрестности х* и соотношения VxL(x*,y*) = 0 получим

L(x°,ym) - L(x\y*)>VxL(xm,ym)'(x° -x*) = 0

и, далее,

Цх°,у<)>Цх\у*) = Цх°,у0).

Отсюда y*'g(x0)>y0'g(x0) = 0 и тем самым y*'g(x0)>0. Последнее же

противоречит тому, что у* >0 и g(x0)<0. Таким образом, х* -х°.

Замечание. Теорема 5.19, очевидно, слабее теоремы 5.13.

Имеются работы, в которых по аналогии с подходом Вулфа [85] и

Мангасаряна [58] при специальных предположениях получен ряд других

теорем двойственности для задач (5.28) и (5.29). Соответствующий обзор
можно найти в статье Эльстера и Зуппе [23].
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В качестве примера приведем следующую теорему двойственности,

связанную с именами Хэнсона [38] и Хьюарда [41]. Доказательство
теоремы проводится без использования общей теории (хотя это и

возможно) .

Теорема 5.20. Пусть задача Dразрешима в точке (х°,у0)9, для

задачи Р выполнено условие регулярности R5. Если имеет место одно из двух
условий:

а) {условие Хьюарда) функции f, g дважды непрерывно

дифференцируемы,

матрица VlL {х°, у0) невырождена\ (532)

б) {условие Хэнсона) существуют открытое множество Y° CRW, точка

у0 G Y0 и дифференцируемая функция р: Y° ->Rn такие, что

х°=р{у°), VxL{x,y)\x = p(y)
= 0 VyeY\ (5.33)

то х° - решение задачи Р и f{x°) = L {х°, у0).
Доказательство. 1. Пусть выполнено условие а). Так как

VXL {х°, у0) = 0, | VlL {х°, у0) | Ф 0, то из теоремы о разрешимости для

неявных функций следует существование л-мерной вектор-функции со

свойствами, описанными в условии б). Таким образом, достаточно
провести доказательство при предположении, что выполнено б).

2. Пусть выполнено условие б). Тогда

(x0tyoy = {p{y0)iy0yeS={{p{y)iyy:yeY°tyeRn:)cG\
В силу L {х°, у0) =

sup L {х, у) имеем

(*, я'ес*

L{p{y°),y°) =

sup L{p{y\y\

т.е. функция Ъ{у) = L {p{y)>y),y€ G, достигает максимума в точке у0.
Поэтому с необходимостью должно выполняться

Vyny°) = Vyp{y°) VxL{x,y°)\x=p{yo)+VyL{x°,yo)<0 (5.34)
и, как мы покажем ниуе,

y°'Vy*{y°) = 0. (5.35)

В самом деле, если у0 = 0, то справедливость (5.35) очевидна. В случае

у0 Ф 0 существует число у > 0 такое, что

у0 +yy°eY°nR™, у0 -yy°eY° ПК™.

Поэтому из предположения у0 Vyty{y°) < 0 с учетом формулы Тейлора
следовало бы

Цр(У° - УУ°),У° - 7У0)>Цр(У0),У°),

L(P(y° +7У0),У° +УУ°)>Цр(у°),у0),
а это - противоречие. Таким образом, и для у

°
Ф 0 выполняется

соотношение (5.35).
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Принимая во внимание, что VXL (х,у) |х _
, ч

= О ДЯЯ У £ Y0, из

(5.34) и (5.35) получим

*(х°)<0, ;у0'*(*0) = 0.

Так как (х°, у0)' € G*, то справедливо также соотношение

Vf(x°) + Vg(x°)yo=0, y°>0,

т.е. для (х°,у0)' выполнены условия Куна - Таккера (4.20) и (4.21), а

это значит, что х° -

решение задачи Р и

f(x°)=f(x0)+y0'g(x0) = L(x0ty°).
Замечание. Численный анализ двойственной задачи (5.29) в целом

наталкивается на трудности, вызванные, помимо других причин, тем, что в

качестве ограничений выступают нелинейные уравнения, допустимая
область G* не обязательно выпуклая и функция L не всегда вогнута на G*.

Поэтому в современной литературе, в особенности ориентированной на

приложения, определенное предпочтение отдается рассмотрению двойственной

задачи (5.30).

5.9. Обобщения теоремы двойственности Фенхеля

Развитый в § 5.1 подход к теории двойственности в нелинейном

программировании оказался достаточно общим, чтобы вывести критерии

оптимальности в форме теорем двойственности для большого числа

конкретных задач нелинейного программирования. Тем не менее, существует

еще более общая концепция двойственности, основные идеи которой мы

изложим ниже, следуя Рокафеллару [74]. Как частный случай при этом

получим классическую теорему двойственности Фенхеля.

В дальнейшем будем предполагать, что С CRn, D С Rm -

непустые

выпуклые множества, /: С -> R —

выпуклая функция, g: Z>-> R —

вогнутая

функция, А
-

матрица порядка тХп.

Прямой задаче выпуклого программирования

Рк: min{f(x)-g(Ax): xeGK}9 (5.36)

GK=Cn{x: AxeD} = CnA~(D)*),

ставится в соответствие двойственная задача

DK: m*x{ge{y)-r{A'y): yeG£), (5.37)

где Gk = Я*ПЛ'-(С*), С*= D(fc)9D* = D(gc). Задачи Р* hDk
называются совместными, если, соответственно, G& Ффн Qj Фф.В противном
случае задачи называются несовместными.

Аналогично § 5.1 положим

а= inf {f(x)-g(Ax))i 0= supJgc(y)-fc(A'y)} (5.38)
* 6 GK yGGK

' A
"

обозначает полный прообраз соответствующего множества.
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и условимся, что

а = + оо, если GK =ф, 0 = — «>, если G* = ф.

Имеет место следующая слабая теорема двойственности.

Теорема 5.21. Справедливо неравенство а > 0.
Доказательство. Утверждение, очевидно, верно, если одна из

двух задач несовместна.

Пусть Рк и Die совместны. Тогда по определению сопряженной функции

для (х,у)' €GkXGk выполняются неравенства

Пх)+ПЛ'у)>хХл'у)9 (5.39)
g{Ax) + gc (у) < {Ах)'у = х \А §у)9 (5.40)

откуда следует

f(x)+fc(A'y)>g(Ax)+ge(y) V(xty)'eGK X G£,

f(x)-g(Ax)>gc(y)-fc(A'y) V{x,y)'eGK X G*. (5.41)

Таким образом, получаем а > gc(y) - fc {А9у) Уу G G& и

окончательно а> (5.
Из (5.41) вытекает конечность а и 0, если обе задачи Рк и Dk

одновременно совместны. Задача DK соответствующим преобразованием может

быть приведена к виду Р^. Имеем

suP< {gc(y) -fc(A'y)} = -inf {f°(A'y) -gc(y)} =

= -inf <(-*c)O0-(-/")(>* >)>.

Задача

/fc: inf {(-^)(^)-(-/C)(^V)}

будет того же типа, что и Рк. Соответствующая задаче Рк двойственная

задача имеет вид

DK: sup {(-Пс(х)-(-Яс)С((АУх)),

г»дЪ = сГ*п{Ау-фП-сГ*пл-{в")9^^
Простые выкладки показывают, что

(-Пс(х) *-fcc(-x), (-ЯсП(А'Ух) = -gcc(A (-*)),

С" =-£>(/"), D"=-D(gcc).

Поэтому бк эквивалентна следующей выпуклой задаче:

Рк: inf {fcc(x)-gcc{Ax)).
хед£
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Если f, —g — замкнутые снизу выпуклые функции, то

gcc(y)=g(y) 4yZ-D"=D,
т

и, следовательно, Рк эквивалентна задаче Рк.
Отсюда следует возможность формальной дуализации утверждений,

относящихся к одной из задач Р&,ЪК , если /, -g — замкнутые снизу выпук-
лые функции.

Оказывается также, что эта возможность в общем случае (если не

требовать замкнутости функций) не реализуется, поскольку тогда вместо (5.42)
выполняются лишь соотношения

/"(*)</(*)■ gcc(y)>g(y),
а также

-С** Э С, -D" Э а

Задачу Рк погрузим в класс "возмущенных"задач P/c{v) виДа

Рк (и): min {f(x) - g(Ax - v): х Е GK (u)},
где Gjt(u) = С П {х: Ах - v G D) = С П А

"

(у + Z>), v e Rm . При этом

у £ Rw называется вектором "возмущений ".
Очевидно,

По аналогии с подходом из § 5.2 вводится функция чувствительности q:

Rm ->R задачи PK(v) :

inf {f(x)-g(Ax - у)} при vG V,

*(■»-
x G G*<»> (5.43)

+ ~ прииег\к,

где V={vGRm: GK{v)* ф} =A(C)-D. (5.44)
Подобно теореме 5.3 доказывается следующая теорема.

Теорема 5.22. Для функции чувствительности q: Rm -* R задачи

Pk(v) множество epi^r = {(f» /*)' £ Rm X R: д> <? (t>) } выпукло.

Аналогично определению устойчивости задачи Рх, данному в § 5.4,
назовем задачу Рк устойчивой, если

Э<7(0) Ф ф.

Соответственно задача DK называется устойчивой, если

Эг(0) Ф ф,
где

Г inf^ {/c04'.y-")-*cO>)} принес*,
r(w)= 'gga:

l+oo при uERn\U\

U'={ueRn: Стк(и)Фф).
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Справедлива следующая сильная теорема двойственности (Рокафел-
лар[74]).
Теорема 5.23. Пусть задана пара двойственных задач РциВки

а < +оо. Имеют место утверждения:

1) для устойчивости задачи Рк необходимо и достаточно, чтобы а = 0;
2) задача Рк устойчива тогда и только тогда, когда существует точка

у0ес£такая,чтоа = Р = Ес(у°)-Г(А'у0);
3) если f, -.£ -

замкнутые выпуклые функции, то для устойчивости
задачи DK необходимо и достаточно, чтобы существовала точка х° € GK
такая, что ct = f(x°) -g(Ax°) = 0.
Доказательство. 1.Если а =

—

оо,то по теореме 5.21 а = 0 = —оо.

Задача Рк тогда согласно определению устойчива и G*K = 0.
2. Пусть задача Рк устойчива и а конечно. Тогда найдется точка

у° € bq (0). Покажем,что а = 0 = gc(y°) -f (А'у0).
Справедливо соотношение

у°Е3(7(0) ***q(v)>q(0) +y°'v VuG Rw,

а потому

a = «7(0)= inf {q(v)-y*'v}-
u€Rm

= inf { inf {f(x)-g(Ax-v)}-y°'v} =

veKm xeGKiv)

= inf { inf W(Ax-v)-g(Ax-v))-(!LAyyx-f(x)))}-
weRm xecKiu)

= inf { inf {C°'z-g(Z))-((//)^-/(x))}} =

vGRm (х,г)'еВ„

inf { (y°'z - g(z)) - ЦЛУУх - f(x))) =

ueR1"

inf {(y°'z - g(z)) - ((A'y°yX - f(x))) =

(x, x)'G С X D

= inf {y°'z-g(z)}- sup {(Л'/>)'*-/(*)},
z & D x G С

где Ду= {(x,z)'GCXZ>: ,4jc-z = u}.
Так как множества С и Z> предполагались непустыми, то имеем

У = inf {/>Z-J(Z)} < +oo,
г G D

5= sup {(ЛУ>)#*-/(*)) >-оо.
х G С
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Конечность а влечет конечность у и 5; это значит, что

y°ED\ Л'у'ес; 7=gc(y0), S=fc(A'y°).
Таким образом,

<*=*сО'0)-/с04У))< «р <лО0-/с<л>)> =0

и, в силу теоремы 5.21,

3. Если для у0 EG& выполняется равенство

«=*сО'0)-/с04У)),
то необходимо а = 0.

Из приведенной в начале доказательства цепочки равенств, пробегая ее

в обратном порядке, получим

q(v)>q(0)+y°'v Vu € Rm,

т.е. .у0 Е Э^г(О). Поэтому Э^г(О) =£0 и, следовательно, задача Рк устойчива.
Тем самым доказаны первое и второе утверждения теоремы.
4. Третье утверждение получим, если примем во внимание

эквивалентность задач DK и Рк и применим уже доказанные утверждения к зада-

чеРк.
Назовем задачу Рк сильно совместной, если

х\С П {х е R": Ах е xiD) Фф.

Сильная совместность является достаточным условием для устойчивости
задачи Рк.
Теорема 5.24. Если задача Рк сильно совместна, то она устойчива.
Доказательство. В силу сильной совместности задачи Рк имеем

0e,4(riC)-riZ).

С учетом теорем 2.29 и 2.31 получим

О еА(х\С) - x'\D = х\А(С) - x'\D = х'\(А(С) - D). (5.45)

Теперь либо q (и) = —оо V v € ri (А (С) — D), и потому Рк устойчива, либо
функция q конечна на множестве А (С) -Дв частности, конечно значение

q(0). Применяя теорему 2.49 к множеству epi qt получим bq(0) Ф ф, т.е.

задача Рк устойчива и в этом случае.

Рассмотрим теперь частный случай задач Рк, D^ , полагая в (5.36), (5.37)
m = п и А =Е:

Р: min{f(x)-g(x):xeCnD}, (5.46)
D: m*x{gc(y)-fc(y): yGC'nD*}. (5.47)

Задачи Рк ^ теперь имеют вид

PK{V): xxnn{f(x)-g(x-v): xeGK(v), vER"),

GK(v) = Cn(v+D)9-veRn.
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Сильная совместность задачи (5.46) в данном случае просто означает

xiCnriD Ф 0.

Из сильной совместности задачи (S.46) в силу теоремы S.24 вытекает

устойчивость этой задачи. Поэтому из теоремы S.23 следует классическая

теорема двойственности Фенхеля [26].
Теорема 5.25. Пусть задачи Р и D определены согласно (5.46) и

(5.47). Предположим, что С, D.CR" - выпуклые множества, х\СС\х'\ОФф9
/: С -> R - выпуклая, a g: Z>-> R -

вогнутая функция и значение а конечно.

Тогда существует точка у0 € С* C\D* такая, что

а= inf {f(x)-g(x)} = gc(y°)-r(y<>)= max {gc(y)-fc(y))=(l.
xSCDD y&CC\D* (5 48)

Если положить (/ — a) (x) = f{x) — а, то теорема 5.25 может быть

проинтерпретирована геометрически как теорема отделимости для

выпуклых множеств epi(/ - а) = epi/- (0, а)9 и hypo# в пространстве

R" X R. Соотношение (5.48) означает

(f-<*)c(y°) = gc(y0y
Полагая у = gc (y°)> для всех х€ Си всех хЕ Dполучим

{f-*){x)>y°'x-y>g(x).
Таким образом, у°'х - z = у

—

уравнение невертикальной гиперплоскости
Н С Rw+1, разделяющей множества epi/ - (0, а)' и hypo# (рис. 5.14).

Если, в частности, а > О, то inf {/(*) — g (*)} можно интерпрети-
х е с п d

ровать как инфимум "вертикального расстояния" между точками

(х, *>)' € epi / и (х, д)' Е hypo £, jc £ С П D. Соответственно

SUP {^с (>0 "" /С 00}с учетом определения /с и £с можно интерпре-

у G С* П D*
тировать как супремум "вертикального расстояния" между двумя
невертикальными гиперплоскостями #ь#2, каждая из которых разделяет

epi / и hypo£ (рис. 5.15). Тем самым теорема 5.25 наглядно выражает

следующий очевидный факт: максимальное вертикальное расстояние

между двумя параллельными невертикальными гиперплоскостями,

которые разделяют множества epi/ и hypo# (в силу условия х\С П x'\D Фф

это расстояние реализуется хотя бы на одной паре гиперплоскостей

#ь#2*)> равно инфимуму вертикального расстояния между точками

(х, v)9 € epi/ и (х, ц)9 £ hypo g, x £ С П Z) (см. рис. 5.15). При этом

в каждом из приведенных на рис. 5.14 и 5.15 случаев не существует

решения задачи Р.

Покажем теперь, как сильная теорема двойственности (теорема 5.7)

следует из теоремы 5.23. Считая, что выполнены условия теоремы 5.1,
рассмотрим с этой целью задачу

Pz: min{*(z): zGT},

где Г = {z € Z : x(z) <0}, Z CRS -

непустое множество, ф, х -

отображения вида ф: Z -»R,x* Z -*Rr.
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Рис. 5.14. Рис. 5.15.

Задачу Рz можно переписать в форме Р (в соответствии с (5.46)). Для
этого положим

л: = (z, v)' € R5 X Rr, у
= (w, и)' G R5 X Rr,

C={(z, v)': zGZ, x(z)+K0}, D = {(z, v)': zGR5,u>0},

f(x) = t(z) \xeC\ g(x) = 0 \xGD.

Тогда

/coo= sup {z'w + wry- i/>(z)}, .V^C*,
zGZ, x(z) + V < 0

Отсюда получаем

sup {gc(y)-fc(y)} =

=

sup { -sup {z'w + m'u- ^(z)}} =

(0,м)'е С*, u > 0 z G Z, x(z) + и < О

=
sup { inf {i/>(z) - u'v }) =

и > О z G Z, x(*) + и < О

=
sup inf {ф(г) + w'x(z)}.

м > О ZGZ

Таким образом, задача, двойственная к Pz (в смысле (5.47)),
соответствует задаче

Dz: max{^(w): i/GR*},

где </>(") = inf { Ф,(г) + и 'x(z)}.
z G Z
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Если задача Pz устойчива, то устойчива также эквивалентная Pz задача

(5.46). Пусть значение а для задачи Pz конечно. Тогда по теореме 5.23

существует вектор у0 = (0, м0)' такой, что

а = fi = inf (iKz) + и°'х(*)}.
г G Z

Если для задачи Pz выполнено условие регулярности Rs с IL Фф,то
соответствующая Pz задача (5.46) сильно совместна.

5.10. Теоремы о минимаксе и двойственность

Результаты § 5.3, в особенности теорема 5.6, указывают на тесную связь

между теорией двойственности и утверждениями о разрешимости задачи о

седповой точке. Помимо этого, в § 4.4 обсуждалась эквивалентность задачи

о седповой точке и задачи о минимаксе.

В ходе развития теории антагонистических игр появился ряд

содержательных теорем о минимаксе. Классическим примером таких теорем

является следующая теорема о минимаксе фон Неймана [63].
Теорема 5.26. Пусть A'CR", Y CRm - компактные множества,

функция Ф: X X Y -* R при любом фиксированном у Е Y полунепрерывна

снизу и выпукла на Х% при любом фиксированном хЕ Xполунепрерывна
сверху и вогнута на Y.

'Тогда функция Ф имеет на множестве X X Y седловую точку (х°, у0)',
при этом

Ф(х°,у°)= min max Ф(х,у)= max min Ф(х, у).
* е х у е Y у е Y х е х

Для этой "основной теоремы" теории игр известно несколько

доказательств, которые в методическом отношении существенно отличаются друг

от друга (см. в этой связи обзор Эрдмана [24]).
Естественно возникает вопрос, насколько широко могут быть

использованы известные из теории игр теоремы о минимаксе для получения теорем
двойственности в нелинейном программировании. Соответствующие
исследования были проведены Гольштейном [34], Карамардианом [43],
Стоером [77], Мангасаряном и Понстейном [58], Фогелем [83] и другими.

При этом достигнуто определенное обобщение рассмотренной нами выше

постановки задачи.

Далее мы приведем доказательство теоремы 5.26, обсудим
принципиальные особенности подхода из работы [58] и подробно остановимся на

связях с полученными ранее результатами.

Доказательство теоремы 5.26. Для произвольной
функции Ф выполняется неравенство (см. доказательство теоремы 4.29)
а= inf sup Ф(дг,у)> sup inf Ф(дг,у)= 0. (5.49)

хелгубУ убУ хех

Кроме того, из условий теоремы 5.26 следует

а= min max Ф(х, у), 0= max min Ф(х, у).
х G X у Е Y у <El Y х Ь X
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Таким образом, для каждого хG X справедливо та х Ф (х, у) > а.

у е У

Пусть задано € > 0. Для каждого у G Y определим функцию

фу(х) = Ф(х,у)-а + е, хЕХ.

Функция фу полунепрерывна снизу и выпукла на множестве X при

любом у G К. Система выпуклых неравенств

ФУМ< 0, yGY,

не имеет в Л" решений. Следовательно, по теореме 2.105 найдутся вектор

р Е R"+! и п + 1 не обязательно попарно различных векторов у1, при кото-

п + 1

рых функция ф (х) = 2 р/1// , (х), дс G JK, удовлетворяет неравенству
/ = 1

у

п + 1

min ф(х) > 0, т.е. min { 2 р{ [Ф(х, у1) - а + е ]} > 0. Так как

х g х х е х i = 1

функция Ф вогнута по >>, то

п + 1 л + 1

2 р,Ф(х,/) < Ф(х, 2 Р/У) УхЕХ.
/= 1 /= 1

л + 1

Полагая у
= 2 р(у*, имеем min Ф(х,У) >а-€ и, далее,

1=1 х G X

0 = max min Ф(х,у) > min Ф(дг,7) > а-е.

yGYxGX х G X

Поскольку последнее неравенство справедливо для любого е > 0, то

&> а. Отсюда с учетом (5.49) получаем а = /}.
Рассмотрим теперь для произвольной функции Ф: XX Y -> R и

произвольных множеств X С Rw, Y С Rm следующую пару двойственных друг

другу задач:

Рv: найти точку (х°,у0)9 G 5, для которой

Ф(х9,у°) = min Ф(х,у\
(х, у)' е 5

5 = {(х, у)' е X X Г: Ф(х, у) = max Ф(х, v) }; (5.50)
u e у

£>к: найти точку (х°,у0)' G Г, для которой

*(х°,у°) = max Ф(х,>>)
(*, у)' е г

Г= {(х,>0'е*Х У: Ф(х,;0= min Ф(и,>0}. (5.51)
и G X
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Задачи Pv и Dv являются не только несколько более общими, нежели

рассмотренные выше задачи, но и имеют то преимущество, что их

формулировки более симметричны.
Далее мы рассмотрим задачу о седловой точке:

Sy- найти точку (дс0,^0)' G XX К такую, что

Ф(х0,у)<Ф(х°,у°)<Ф(х,у0) Y(x,y)'eXXY. (5.52)

В случаях S =0и Г = 0 мы условимся, что inf Ф(х,у) = + <» и

(х, у)' 6 S

sup Ф(х, у) = —
оо соответственно. Но даже если S Фф, ТФф, то,

(х, у)' G Т

как легко догадаться, задачи PV,DV не обязательно имеют решения.

С учетом этой договоренности как аналог слабой теоремы

двойственности 5.1 (или теоремы 5.21) из (5.49) вытекает следующая теорема.

Теорема 5.27. Для произвольной функции Ф: XX Y-+R

справедливо неравенство

inf Ф(х, у) > sup Ф(х, у).
(х, у)' 65 (х, у)' G Т

Сформулируем теперь теорему о соотношениях между двойственными

задачами Ру, Dy и задачей о седловой точке Sv.
Теорема 5.28. Для произвольной функции Ф: X X Y -» R имеют место

следующие утверждения:

1) любое решение задачи о седловой точке Sy является одновременно
решением задач Ру и Dy;

2) если (х1, у1 У - решение задачи Ру, (х2, у2)1 - решение задачи Dy и

Ф(х1,у1)= Ф(х2,у2), то (х1, у2)' будет решением задачи о седловой

точке Sy.
В частности, любое общее решение задач Ру и Dy будет в то же время и

решением задачи Sv.
Доказательство. 1. Пусть (х°, у*)'- решение задачи Sy. Тогда

(х°,у0)'ESX ТФф. Для произвольной точки (дг, у)' €S имеем

Ф(*, у) > Ф(х, у0) > Ф(х°, у0),

т.е. (х°, у0)' - решение задачи Ру.
Соответственно для произвольной точки (х, у)' € Т имеем

Ф(х,у)<Ф(х°,у)<Ф(х°,у°1

т.е. (х°, у0)' - решение и задачи Dy.
2. Из соотношений

Ф(х\у1)= ihax Ф(х\у)>Ф(х1,у2),

Ф(х2,у2)= min Ф(х,у2)<Ф(х1,у2)
ХЕ:Х
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в силу равенства Ф(х*, у1) = Ф(х2, у2) следует

max Ф(х\у) = Ф(х1,у2) = min Ф(х,у2).
yGY xGX

Для вьшода дальнейших утверждений необходимо сузить класс

рассматриваемых задач. Это достигается путем наложения соответствующих
дополнительных ограничений на функцию Ф и на множества X и Y.

По аналогии с предыдущим подходом потребуется выполнение

некоторых условий регулярности. Таковыми здесь будут служить введенные

Мангасаряном и Понстейном [58] свойства "верхней оценки" (HVP) и

"нижней оценки" (L VP) *).
Пусть функция Ф: X X Y -> R непрерывна**) и выпукло-вогнута на

X X У, где X Q R", Y Q Rm -

замкнутые выпуклые множества. Тогда

требуемые условия формулируются следующим образом.

(HVP): Функция Ф удовлетворяет в точке (х, у)1 € X X Y условию

(HVP), если существуют число рх > О и компактное множество X Q X,

х Е X, такие, что неравенство

Ф(х,у)> max { min Ф(дг,д>)}
yesG,Px)n У xt=X

выполняется тогда и только тогда, когда

Ф(х,у)> min Ф(х,у) VyeS(y,px)nY.
xGX

(LVP): Функция Ф удовлетворяет в точке (х, у)' Е X X Y условию

(LVP), если существуют число р2 > 0 и компактное множество Y Q Y,

y€Y, такие, что неравенство

Ф(х, у)< min { тахФ(дг,.у)}
xGS(x, р2)ПХ yGY

выполняется тогда и только тогда, когда

Ф(х,у)< max Ф(х9у) V* €5(х,р2)ПЛГ.
yGY

Все входящие в условия (HVP) и (LVP) максимумы и минимумы

достигаются. Функция Ф на каждом из множеств X X (S (у, рг) Ci Y) и Y X

X (S(ic, p2) П X) удовлетворяет условиям теоремы о минимаксе фон
Неймана (теоремы 5.26). Поэтому

Ф(х,у)> min max Ф(*, .У) (5.53)
xt=X y<=S(y,px)C\Y

и одновременно

Ф(х, у)< max min Ф(х, у). (5.54)
у£ У xGS(xt р2) П X

*) Говоря об условиях (HVP) и {L VP), надо отметить, что речь идет о

модификации введенного Стоером [77] "/^-свойства".

**) Непрерывность понимается здесь (как и далее в этом параграфе) относительно

индуцированной топологией пространства Rn X Rm топологии в аффинной оболочке
множества X X У.
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Значение введенных условий станет ясным из следующих двух теорем
о седловой точке.

Теоремр 5.29. Пусть непрерывная функция Ф: X X Y-> R выпукло-

вогнута на XX Y, где X Q Rw, Y С Rm _ замкнутые выпуклые множества.

Предположим, что для (х, у)' EXX Yвыполняется равенство

Ф(х,у) = min Ф(х,у). (5.55)
xGX

Для того чтобы существовал вектор х° Е X такой, что (х°, у)1 будет
седловой точкой функции Ф на множестве XX Y, необходимо и достаточно,

чтобы Фудовлетворяла в точке (х, у)' условию {HVP). Кроме тогоУ

Ф(х°,у)=Ф(х,у). (5.56)

Доказательство. 1. Равенство Ф(х°, у) = Ф(х, у) сразу же

следует из свойств седловой точки и (5.55).
2. Пусть (х°, у)' - седловая точка функции Ф на множестве X X Y. Если

выбрать Х = {х°) и произвольное число Pi >0, то неравенство

Ф(х,у)=Ф(х°,у)'> min Ф(х,у) VyeSiy.p^HY
xGX

будет выполняться тогда и только тогда, когда функция Ф удовлетворяет
в точке (if, у)' условию (HVP).

3. Пусть функция Ф удовлетворяет в (х, у)' условию (HVP). Тогда по

теореме 5.26 существует точка (х°, д>0)' G X X (S(y, Pi) П К), которая
является седловой точкой функции Ф на множестве X X (S(y, Pi) П Y), т.е.

Ф(х0,у)<Ф(х°,у°)<Ф(х,у0) VxGX, V^€S(y,Pi)n Г, (5.57)

Ф(дс°,/)= max тшФ(рс.у). (5.58)

Из условия (HVP) и соотношения (5.57) получаем Ф(х, у) > Ф(х°, у°)>
> Ф(х°, у). В силу (5.55) справедливо Ф(х°, у) > Ф(х, у). Отсюда следует
Ф(х,у) = Ф(х°,у) = Ф(х°,у°). Применим снова (5.55). Получим

Ф(х°, у) < Ф(х, у) Ух е X. (5.59)

В силу (5.57) выполняется неравенство

Ф(х\у)<Ф(х°,у) VyeS(y,px)n Y. (5.60)

Остается показать, что соотношение (5.60) имеет место для всех у G Y.

Для этого выберем произвольно .у € Y\(S(y9 р{) П Y). Тогда существует
точкам1 € S(y, рх) П Y и число д € (0, 1) такие, что у1 = ру + (1 - р)у.
Так как функция Ф вогнута по у, то соотношение

Ф(х°, у) > Ф(х°, у1) > рФ(х°, у) + (1 - р)Ф(х°, у)

выполняется тогда и только тогда, когда Ф(х°, у) > Ф(х°, у), т.е. когда

(5.60) выполняется для всех у€ Y.
Из (5.59) и (5.60) следует, что (х°, у0)' - седловая точка функции Ф

на множестве Л'X Y.
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Аналогично теореме 5.29 может быть доказана следующая теорема.

Теорема 5.30. Пусть непрерывная функция Ф: X X Y-+Rвогнуто-

выпукла на X X Y, где XQRn9 YQRm - замкнутые выпуклые множества.

Предположим, что для (х, у)' EXX Y выполняется равенство

Ф(х,у)= max Ф(х,у). (5.61)

Для того чтобы существовал вектор у°€ Y такой, что (х,у°У будет седло-
вой точкой функции Ф на множестве XX Y, необходимо и достаточно,
чтобы Фудовлетворяла в точке (х, у)' условию (L VP). Кроме того,

Ф(х,у°) = Ф(х,у). (5.62)
Замечание. Следует особо подчеркнуть, что при выполнении

условий теоремы 5.29 и 5.30 нельзя гарантировать, чтодс0 = х и

соответственно у0 =у.
После этих предварительных результатов мы можем сформулировать

теоремы двойственности для задач Ру и Dv.
Теорема 5.31. Пусть непрерывная функция Ф: XX У->Квыпукло-

вогнута на X X Y, где X Q Rn, YQ Rm - замкнутые выпуклые множества.

Справедливы следующие утверждения.
1) Если (х°, у0 У - решение задачи Ру, то вектор у € Y такой, что

(х°, у)' будет одновременно решением задач PV,DV uSv, существует

тогда и только тогда, когда функция Ф удовлетворяет в точке (х°,
у0)'условию (LVP). Кроме того, имеет место равенство Ф(х°, у0) = Ф(х°, у).

2) Если (х°, у0 У - решение задачи Dv, то вектор х £ X такой, что

(х; У°У будет одновременно решением задач Ру, Dy и Sv, существует

тогда и только тогда, когда функция Фудовлетворяет в точке (х°,у°У
условию (HVP).Кроме того,

Ф(х°,у°)=Ф(х,/).
Доказательство. 1. Пусть (х°, у0)' — решение задачи Ру. Тогда

Ф(х°, у0) =

sup Ф(х°, у). Из теоремы 5.30 следует, что вектор уЕ. Yта-
yG Y

кой, что (х°,у)' будет решением задачи Sy (и при этом Ф(х°,у) =

= Ф(х°, у0)), существует тогда и только тогда, когда функция
Фудовлетворяет в точке (х°, .у0)' условию (L VP). Согласно теореме 5.28 (х°, у)'
будет тогда решением задач Ру и Dy.

2. Доказательство второго утверждения теоремы проводится аналогично.

Резюмируя предыдущие результаты, получим следующую общую схему

(см. Мангасарян и Понстейн [58]):

I
(*°, У° У - решение Ру

Фудовлетворяет в {х°,у°У
условию (LVP)

(х°, у)' - решение Ру
Ф удовлетворяет в (х°, у)'

условию (LVP)

(х°, У0 У - решение Dy

(*°, у0)' - решение Sy |
~~* * Г—17
ЗУ> Зх° I **•

Ф удовлетворяет в (х°, у0 У
условию (HVP)

(*7 У0 У - решение Dy

|ф удовлетворяет в (Z У°У

условию (HVP)
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Для последующих теорем двойственности потребуются более жесткие

предположения.
Теорема 5.32. Пусть непрерывная функция Ф: X X Y-+ R выпукло-

вогнута на XX Y, где XQRn, YQRm - замкнутые выпуклые множества.

1) Если (х°, у0)' - решение задачи Ру и функция Ф (х°, у) строго

вогнута в некоторой окрестности U(y°) точки у0f то (х°, у0 У будет решением
задач Dy и Sv.

2) Если (дг°, у0)' - решение задачи Dv и функция Ф(х, у°) строго

выпукла в некоторой окрестности U(x°) точки x°t то (х°, у0)' будет
решением задачРу и Sv.
Доказательство. Из соображений симметрии можно

ограничиться доказательством первого утверждения, которое проведем в три этапа.

Вначале покажем, что множество

Y={yGY: Ф(х°,у)>Ф(х°,у°)-т; т>0,
г - произвольное фиксированное}

компактно и выпукло. Далее проверим, что функция Ф удовлетворяет в

точке (х°, y° У условию (JLVP). И наконец, утверждение теоремы будет
следовать из теоремы 5.31.

1. В силу непрерывности функции Ф множество У замкнуто. По

теореме 2.86 Y ограничено. Поэтому У компактно. Выпуклость У следует из

теоремы 2.5S.

2. Пусть число р2 > 0 таково, что

I Ф(х, у) - Ф(х°, у) | < г/2 V* е S(x°, р2) П X YyEY. (5.63)

Так как по условию функция Ф непрерывна, то р2 существует.

Из непрерывности Ф следует, далее, что для любого у € Y\ Y найдется

число Х€ (0, 1), при котором

Ф(Л Ху° + (1 - Х)Я= Ф(х°,у0)- г, (5.64)

т.е.

Ху° + (1-Х)>>еГ. (5.65)

Из вогнутости функции Ф по .у имеем

Ф(х, \у° + (1 - Х)у) > ХФ(х, у0) + (1 - \)Ф(х, у) Ух еХ.

Отсюда с учетом (5.63), (5.64) и (5.65) следует

Ф(*, У°)> Ф(х°,у°)-тЦ = Ф(х°, \у° + (1 - \)у) + г/2 >

> Ф(х, X/' + (1 - \)у)> \Ф(х, у0) + (1 - Х)Ф(х, П

т.е.

Ф(х,у°)>Ф(х,у) VxeS(x°,p2)nX VyGY\Y9
max Ф(х,у)= max Ф(х,у) VxeS(x°,p2)nX

Поскольку множество Y компактно, оба максимума в последнем

равенстве существуют.

181



По предположению (х°, у0)' - решение задачи Ру. Поэтому

Ф^0,^0)^ sup Ф(х,у) = max Ф(дг,у) = max Ф(х, у)
yGY ySLY yGy

Vxes(x°,p2)nx.
Таким образом, функция Ф удовлетворяет в точке (х°, у0)'

условию (LVP).
3. Первое утверждение теоремы 5.31 обеспечивает существование

точки у* € Y такой, что (х°, у*)* будет одновременно решением задач Ру,

Dy и SVf а это влечет Ф(дг°, .у0) = Ф^0,^*).
В силу строгой вогнутости Ф(х°, у) в некоторой окрестности U(y°)

точки .у0 должно вьтолняться равенство .у0 = у*. Этим теорема доказана

полностью.

Из полученных выше результатов (теоремы 5.27 - 5.32) можно вывести

ряд теорем о седловои точке и теорем двойственности для конкретаых
классов задач нелинейного программирования.

В качестве примера покажем, как из Ру и Dv следуют рассмотренные
в § 5.8 задачи (5.28) и (5.29) и связанные с ними утверждения (см.

Вулф[85]).
Положим X=Rn, r=R?,

Ф(х, у) = L(xt у) =/(*) + y'g(x), (5.66)

где /: R" -> R, g: Rn -> Rm - дифференцируемые выпуклые функции.
Тогда задача Ру сводится к задаче

Р: найти вектор х° Е R" такой, что

Дх°)= min f{x)9 G = {xeRn: g(x)<0).

Из общей задачи Dy получаем задачу
D: найти точку (х°, у0)' ЕГ такую, что

L(x°,y°)= max L{x,y\
(х, у)' е t

r={(x,^yeRwXR7: VxL(x,y) = 0).

Задачи PhD как раз и есть пара двойственных задач (5.28) и (5.29).
Из задачи о седловои точке S v получим обычную задачу о седловои

точке

5: найти точку (х°,у0)' GR"XR^ такую, что

f(x0)+y'g(x0)<f(x0)+y0'g(x0)<f(x) + y°'g(x) У(х,у)'еКпХКТ.

Если (дг°, у0)' - решение задачи 5, то, очевидно,

*(*°)<0, (5.67)
т.е. х° —

допустимая точка прямой задачи Р.

Далее, равенство

f(x0) + y°'g(x°)« inf (f(x) + y°'g(x)}
x*ERn
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эквивалентно соотношению

V/(x°) + Vg(x°)y° = 0, (5.68)

т.е. (х°, у0)' — допустимая точка двойственной задачи D.

Очевидно такие, что

y°'g(xo) = 0. (5.69)

Теорема 5.27 переходит в слабую теорему двойственности 5.21.
Теорема 5.28 содержит в соответствии с результатами из § 5.3, 5.4
следующие утверждения:

1) если (х°, у0)' Е R" X R™ -

решение задачи 5 о седловой точке, то х°

будет решением Р, а (х°, у0)' — решением/);
2) если х° е R" -

решение задачи Р, (х°, у0)' G R" X R™ - решение D,

то (х°, у0)' будет решением задачи S о седловой точке.

Произвольное решение (х°,у0)' задачи Z), вообще говоря, не обладает
тем свойством, что х° будет решением Р, и вследствие этого может не

являться одновременно решением задачи о седловой точке S.

Теорема 5.29 при наложенных выше ограничениях переходит в

следующее утверждение.

Теорема 5.29'. Пусть функция L: R^XR^R задана согласно

(5.66), точка (х,у)'GRn XR™ удовлетворяет соотношению

/(*) + ?'*(*)" inf {fM + fgix)}. (5.70)
хек"

Для того чтобы существовал вектор jc°GR" такой, что (х°,у)' будет
седловой точкой функции L на множестве Rn X R™, необходимо и

достаточно, чтобы L удовлетворяла в точке (x,yj условию (HVP). Кроме того,

L(x°,y) = L(x,y).

Соотношение (5.70) означает, что (х, у)1 является точкой, для которой
выполняется правое неравенство из определения седловой точки.

Принимая во внимание утверждения

1) если (х°, у0 У -

решение задачи 5, то х° - решение задачи Р\

2)если/(х) +?'*(*) =

sup {/(*) +/*(*)}, то*(х) <0ny'g(x) = 0,

теорему 5.30 можно сформулировать в следующем виде.

Теорема 5.30'. Пусть х - решение задачи Р, а точка у G R?1 такова,

что y'g(x) = О.Дая существования вектора у0 Е RJ1 такого, что (х, у0)'
будет седловой точкой функции L на множестве Rn X R™, необходимо и

достаточно, чтобы L удовлетворяла в точке (х, у)'условию (LVP).
В силу предположения о выпуклости функций / и £ в задаче Р множество

epi<7 выпукло.
Из сравнения с теоремой 5.7 видно, что для того чтобы задача Р имела

решение х и была устойчивой, необходимо и достаточно, чтобы Р имела

решение х и существовал вектор у Е R™ такой, что yfg(x) = 0 и функция L

удовлетворяет в (х, у)' условию (LVP).
Кроме того, из замечаний к теореме 5.8 вытекает, что если задачаРимеет

решение х и выполнено условие регулярности Ry, то существует вектор
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у G R™, y'g(x) = 0, такой, что функция L удовлетворяет в (х, у)'
условию (LVP).

Аналогично получаем следующие два утверждения.

Теорема 5.31'. Если (х°, у0)' € R" X R™ - решение задачи D, то

вектор х G R" такой, что (х, у0)' будет одновременно решением задач D и S,

ах- решением задачи Р, существует тогда и только тогда, когда

функция L удовлетворяет в точке (х°, у0)1 условию (HVP). Кроме того,

L(x0,y°) = L(x,y°)=f(x0).

Теорема 5.32'. Если (х°, у0)' - решение задачи D, а функция L(x, у0)
строго выпукла в некоторой окрестности U(x°) точких , тох° -решение

задачи Р, а (х°, у0)' - решение задачи 5.

Если задача Р имеет решение х и выполнено одно из условий
регулярности R\ — Rs, то согласно вышесказанному существует вектор у G Rj\ для

которого справедливо равенство y'g(x) = 0, и функция L удовлетворяет в

точке (х, у У условию (LVP). Тогда по теореме 5.30' найдется вектор

у0 G RJ1 такой, что (х, у0)9 будет решением задачи S о седловой точке.

Последнее как раз составляет содержание теоремы 5.19.

Из теоремы 5.32' следует, очевидно, теорема 5.19. Теорема 5.32

показывает также, что предположения теоремы 5.19 о существовании х° G R" —

решения задачи Р - и выполнении условия регулярности R5 являются

излишними, поскольку они следуют из остальных условий.
Наконец, следует заметить, что при выполнении условия Хьюарда (см.

(5.32)) утверждение теоремы 5.20 тоже непосредственно вытекает из

теоремы 5.32'.



6. МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ

6.1. Основные понятая

В дальнейшем мы будем рассматривать задачу

Р: min {/(*): xGG),

где G={xGR": x G X, gt(x) <0, / G /},/: X-+R9g{: *->R, / е /;

ХС( П D(g{)) П />(/).
/е/

В § 4.3 были выведены критерии, при помощи которых можно судить

о том, является ли точка х° Е X элементом множества G0 решений задачи

Р или нет. Эти критерии можно использовать также и для отыскания

решения х° задачи Р, решая, например, соответствующим методом систему,

определяющую условия Куна — Таккера (4.20), (4.21).
Для конкретных классов задач нелинейного программирования (в

частности, для задач квадратичного программирования) такой подход привел
к появлению практически реализуемых методов решения ([49, 61]).
В общем же случае целесообразно пытаться решать непосредственно

задачу Р. Как мы увидим далее, при обосновании соответствующих методов
большое значение снова будут иметь конкретные критерии оптимальности

для задачи Р.

Метод решения задачи можно представить как итеративный процесс,
в котором, исходя из начальной точки xl GGb получают

последовательность {хк} согласно правилу

q(xk) = xk+lGX Vk>\9 (6.1)

где G Q Gx Q X, а отображение q: X -*ЛГ и множество Gx определяются

конкретным методом. Упорядоченную пару (q, Gi) назовем алгоритмом.

Как покажет следующий пример, в некоторых алгоритмах отображение q,

помимо точки хк, зависит также от номера к ниш от предшествующих

точек х\ ...
,
я*"1.

Пример 6.1. Рассмотрим задачу

min{/(x); xeG},

где G = [а0, Ь0] Я X Q D(f), множество X открыто и функция /: Х-*- R

дифференцируема. Пусть Gl
= G, х1 = (а0 + Ь0)/2 и, далее,

-* — ^*ч^п (и.
при f(Xk)<0,| хК при Л* )<0, (**-!

\ ак_х при /'(**)> 0, \хк'*" \ - _ ,.,_*_« °к-\„*
при /Чх*)>0,

хк+1=(ак + Ьк)/2 Vk>\.

Несколько шагов алгоритма отмечено на рис. 6.1.
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Желательно, чтобы элемент дг*° последовательности точек {**},
порождаемой алгоритмом (<?, Gi), принадлежал множеству решений задачи Р.

Однако для многих алгоритмов и задач нелинейного программирования

этому требованию удовлетворить нельзя. Поэтому наложим более слабое

ограничение, а именно потребуем, чтобы точки хк с достаточно большим

номером к сколь угодно точно аппроксимировали решение*0 EG0
задачи Р относительно метрики, определенной в R". В переносном смысле мы

говорим тогда о сходимости алгоритма: алгоритм (q, Gi) для задачи Р

называется сходящимся, если порождаемая им последовательность {хк}
удовлетворяет следующим условиям:

К\: если хк $. G0 Ук > 1 и {xkv) - сходящаяся

подпоследовательность из {**}, то lim хк»ес°;
К2: если существует номер к0, для которого дг*° € G0, то хк*1 € G0

Почти все известные алгоритмы решения задачи Р основываются на

"локальном" сравнении значений целевой функции в некоторой окрестности

итерационной точки хк (к> 1). Поэтому без дополнительных
предположений о задаче Р порождаемая алгоритмом (qy Gx) последовательность

{хк} может сходиться только к точке локального минимума.

Следовательно, условия К\ и К 2 лишь тогда заведомо будут выполнены, когда любая

точка локального минимума одновременно является (глобальным)
решением задачи Р Таким свойством обладают, например, задачи выпуклого

программирования.

Алгоритм (q, Gi), который при некоторых предположениях о

функции / удовлетворяет условиям КХ и /С 2, называется методом решения

(для) задачи Р.

Если выполняется условие К 2, то часто желательным является

представление метода решения как конечного алгоритма. С этой целью мы

дополним (6.1) следующим образом:

q(xk) = xk + leX Vk>\, Vxk$G°. (6.Г)

Итак, для метода решения либо выполняется условие К1, либо

порождается конечная последовательность {х1, х2,. ..
, хк°) и хк° -

решение
задачи Р.
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Второй случай возникает, например, при применении
лексикографического симплекс-метода к задачам линейного программирования.

Для выполнения условия К1 требуется существование у {хк}
сходящейся подпоследовательности. При доказательстве сходимости конкретного

метода это требование чаще всего удовлетворяют выбором компактного

множества X* Q X такого, что {хк} QX\
Если метод решения задачи Р обладает свойством

то мы назовем его методом спуска.

Многие методы нелинейного программирования являются методами

спуска. Однако, как показывает следующий пример, даже для задачи

выпуклого программирования Р и монотонно убывающей
последовательности {/(***')} существование сходящейся последовательности не является

достаточным для того, чтобы lim xkv G G°. Разумеется, в этом случае
V —¥ оо

нельзя говорить о методе решения.

Пример 6.2. Для задачи

min{/(jt) =
-x: хбС), G=[0,4JcR,

положим

х1 = 0, xk+x=q{xk)=xk +1/2*""1 V*>1.

Будем иметь
*-2 / \'

Hm xk = xl + lim 2 (i) =2,

f(xk)>f(xk+l)>-2> min (-jc)=-4.
xG(0,4]

За последние годы были предприняты усиленные попытки разработать
единую теорию сходимости методов решения задач нелинейного

программирования ([69, 86]). Основой для этого явилось понимание алгоритма
как точечно-множественного отображения и исследование его свойств

непрерывности (см. § 6.8).
Предыдущие рассуждения о сходимости методов решения не связаны с

вопросами вычислительной устойчивости. Последняя зависит от поведения

погрешности исходных данных, которая неизбежно возникает, например,

при округлении координат точек и требуемых значений функций, что

обусловлено конечной фиксированной длиной слова вычислительной

машины. Например, рекуррентное правило xk
+ l = q(xk) может так усилить

исходную погрешность, которая вначале казалась безобидной, что она

погасит теоретически существующую сходимость (см. в этой связи замечания к

доказательству теоремы 6.6). К настоящему времени об устойчивости
методов решения имеются почти исключительно эмпирические результаты

([69, 40]), которые с трудом поддаются обобщению. О теоретических
исследованиях этого вопроса для некоторых методов можно прочесть в

работе [97].
Если мы предположим, что метод устойчив в вычислительном

отношении, то требуемое для решения задачи время счета зависит, помимо искус-
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ства программиста, также от

скорости, с которой метод

сходится к решению. С этой целью

определяется понятие порядка

сходимости

последовательности {хк}.
Будем говорить, что

последовательность {хк} С Rn
сходится к х° с порядком
сходимости р, если р есть

наибольшее неотрицательное число, для

которого существует 0 < оо

такое, что

Число 0 называется

множителем сходимости,

В случае р
= 1 и 0Е (0, 1) последовательность {хк} называется линейно

сходящейся к х° с множителем сходимости 0.
При р = 1 и 0= 0 последовательность {**} называется сверхлинейно

сходящейся к х° и при р
= 2 - квадратично сходящейся к х°.

Пример 6.3. а) Последовательность {х } = (£ } при 0 < £ < 1 линейно

сходится к *° =0 с множителем сходимости 0 = £- б) Последовательность^*}= {$2*} при
0 < £ < 1 квадратично сходится к *° = 0. в) Последовательность {** ) = {1/*} имеет

порядок сходимости р
« 1, но в силу 0 = 1 не является линейно сходящейся к х°.

г) Последовательность {хк} = {(\/к)к) сверхлинейно сходится к х°. Поведение

сходимости этих последовательностей наглядно показано на рис. 6.2 (в случаях а) и в)
выбрано £ = 1/2).

Если для последовательности {хк} найдутся действительные числа

у Е (0,1) и С Е [0, «>), для которых выполняется оценка

IIjc*-x° \\<Сук Vk>\9

то будем говорить, что {хк} сходится к х° со скоростью геометрической

прогрессии со знаменателем у. В то время как порядок сходимости
является свойством, внутренне присущим методам решения, константы,

входящие в оценки скорости сходимости (например, Сну), зависят от

задачи.

Кроме оценок скорости сходимости последовательностей {хк) ,

представляют также интерес оценки скорости сходимости последовательности

соответствующих значений функции {/(**)} к оптимальному значению

Л*0).
Для теорем о скорости сходимости чаще всего требуются более сильные

предположения о задаче Р, чем просто для доказательства сходимости

метода.
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6.2. Методы решения задач без ограничений

Рассмотрим вначала методы решения задач оптимизации вида

min {/(*): хЕХ), (6.2)

где X С D(f) С R", /: D(f) -* R, которые мы назовем задачами без

ограничений. Отдельное обсуждение таких методов целесообразно по разным

причинам. Прежде всего, методы решения задач без ограничений являются

составной частью методов решения общих задач математического

программирования. Так, например, для большого числа методов нелинейного

программирования требуется минимизация (или максимизация) функции
на одномерном множестве. Если решение х° задачи Риз § 6.1
удовлетворяет условию х° £ int G, то, очевидно, может быть применен (при некоторых
предположениях о задаче Р и начальной точке х1) метод решения для задач

без ограничений. Далее, некоторые приемы, используемые при
доказательстве сходимости и оценках скорости сходимости, применимы и для

исследования методов решения задач с ограничениями. Наконец, опыт,
приобретаемый при программировании и тестовых испытаниях методов без

ограничений, весьма полезен при численной реализации методов для задач с

ограничениями.

В последние 15 лет теория методов решения задач без ограничений
получила широкое развитие. Подробное изложение этой теории можно найти

в работах [40, 56, 66, 69,97, 101].
В последующем обзоре принято деление методов решения задач без

ограничений на отдельные классы по наивысшему порядку участвующих

производных функции /.

Методы прямого поиска. Здесь речь пойдет о методах решения задачи

(6.2), в которых отображение q для нахождения хк* l =q(xk), кроме хк,
зависит лишь от определенного числа предшествующих точек х*(\ < / < к)у
а также от соответствующих значений функции f(xk) и f(xl) (1 < / < к).

Преимуществом методов прямого поиска является то, что они

применимы к большому классу функций, от которых не требуется таких свойств,
как непрерывность и дифференцируемое». Недостаток же их — более

медленная скорость сходимости по сравнению с методами, которые
работают с первыми и вторыми производными функции /.

Практическое значение методы прямого поиска имеют прежде всего для

задач с малым числом переменных, в частности, для минимизации функций
одной переменной.

Пусть заданы /: X -> R, X = [а, Ь] С R, и мы ищем решение задачи (6.2).
Очевидно, выбирая единственную точку I1 EX, а также определяя /(£*),
мы не получим никакой информации о собственном подмножестве X,

содержащем х°. Напротив, определение двух значений /(£*) и Д£2), где

S1, £2 е (о, Ь), при условии, что / достигает лишь единственного локального

минимума, дает возможность выделить из (а, Ь) подынтервал, в котором
должно лежать решение х°. Возникает вопрос, как выбирать/: точек из

(а, Ь), чтобы подынтервал, в котором лежит х°, был как можно меньше.

Как ответ на этот вопрос, в § 6.4 будут рассмотрены методы Фибоначчи

и метод золотого сечения для отыскания минимума функции /: [a, b] -+ R.

В качестве примера метода прямого поиска для функций многих

переменных приведем одну из модификаций метода покоординатного спуска.
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Пример6.4. Рассмотрим следующий метод.

Ш а г 1. Выбрать х1 вХ, г > О, е > 0.

Ш а г 2. Положить к = 1, г =
rt, m

= 1.

Ш а г 3. Определить минимальное /е {/я,... , п) таким образом, чтобы для

единичного координатного вектора е выполнялось

min{/(x* +г*Л f(xk - rke1)) </(**). (6.3)

Если такое / не существует, то определить (в случае т > 1) минимальное / е

е{1, .., m
- 1}, при котором (6.3) выполняется.

Если (6.3) не выполняется ни при каких / е {1 л), то перейти к шагу 4. В

противном случае перейти к шагу 5.

Ш а г 4. Положить гк = Гк/2. Если гк < е, то перейти к шагу 6, в противном случае
-

к шагу 3.
к

Ш а г 5. Положить х* = дг + Ьгке\ гк + i
-

гк,

Г 1 при /<** + rkel) < f{xk -rk+ rkel),

1-1 npnf(xk+rkel)>f(xk-rket)t

к = к + 1, m = /; перейти к шагу 3.

Ш а г 6. Положить х° «г и остановиться.

В качестве критерия окончания счета применено условие на нижнюю границу для

длины шага: гк > е > 0.

Работу данного метода поясним на задаче

тш{/(х) = (д:1 -2)2 + (х2-2)2: xGR2) .

Выберем в качестве начальной точки х1 = (- 0,75,0,75)', в качестве

начальной длины шага г = 1, в качестве оценки точности счета е = 0,2.

Получающиеся итерационные точки и соответствующие значения целевой функции»

содержатся в табл. 6.1 (см. также рис. 6.3).
Несмотря на то, что методы прямого поиска не используют производные,

недифференцируемость функции / может препятствовать сходимости

метода ( в смысле данного в § 6.1 определения). В этой связи рассмотрим

следующий пример.

П р и м е р 6.5. Рассмотрим задачу min {/(jc) = max {|xl I, Ix% |}: x e Ra) .

Функция /, называемая чебышевской нормой, очевидно, доел игаст своего минимума в точке

х° = 0 с /(дг°) = 0 (рис. 6.4). Описанный в примере 6.4 метод будет применим, пока

хк не принадлежит множеству М = {х е R2 \ {0 } : х\ шх\} . В случае хк GMметод не

находит ни одной точки х е R2, для которой f(x) <f{xk\ и поэтому

останавливается, не достигнув х° , каким бы малым ни было выбрано с > 0. Такая ситуация не

может встретиться, если функция / дифференцируема на множестве М и все ее

частные производные не равны нулю одновременно.

Таблица 6.1

к *i *i /(*) к xi хг fix)

1 - 0,75 0,75 9,125 5 2,25 1,75 0,125
2 0,25 0,75 4,625 6 2,25 2,00 0,0625
3 1,25 0,75 2,125 7 2,00 2,00 0
4 2,25 0,75 1,625
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Другие методы прямого поиска можно найти в работах [2,10,40,56,97].
Градиентные методы. Пусть в задаче (6.2) Х= Rn и функция /: R" -* R

непрерывно дифференцируема. Предположим, что алгоритм (q, Rn) имеет

структуру

xk + l=xk + rkzk, к > 1, (6.4)

где вектор zk называется направлением движения из точки хк, а число гк
-

длиной шага.

Если zk удовлетворяет условию Vf(xk)'zk < 0, то для достаточно малого

гк соотношение (6.4) задает метод спуска, поскольку в силу разложения

f(xk*l)=f(xk) + rkVf(xk)'zk + o(\\zkrk II)
для достаточно малого гк очевидным образом имеем f(xk

+

*) <f(xk).
Если, в частности, положим z

правило

к
_

Л + I _ „к rkVf(xk\ к>\,

V/(jc ), то получим рекуррентное

(6.5)

являющееся базовым для градиентных методов.

В методе Коши (методе наискорейшего спуска) длина шага выбирается
согласно правилу

/(** - rk Vf(xk)) = min f(xk - r Vf{xk)).
г > 0

(6.6)

Сходимость метода Коши описывается следующим утверждением ([98,
101]).
Теорема 6.1. 1) Пусть функция /: R" -* R непрерывно

дифференцируема и ограничена снизу, градиент V f удовлетворяет условию Липшица
с константой Klt

И V/(*) - Vf{y) \\<КХ \\х-у\\ Ух.yER". (6.7)

Тогда II Vf(xk) II -* 0 при к -+ «> независимо от выбора начальной точки х1.
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2) Пусть функция /: R" -+К'дважды непрерывно дифференцируема и

m \\y II2 </V2f(x)y<M \\y II2 Vx,yERn (6.8)

при некоторых М>пг>0.

Тогда последовательность {**} при любом выборе начальной точки х1

сходится к решению х° и для скорости сходимости справедливы оценки

*+1 /AfN1/2

W + /и / \ ю /
(6.9)

Л** ')-Л*°>< -(—— (Я*1)-Я*0»- (61°)

Таким образом, метод Коши сходится со скоростью геометрической
прогрессии со знаменателем у

= (М - m)/(M + m). В качестве т нМ можно

взять наименьшее и, соответственно, наибольшее собственные значения

матрицы V2/(jc), так что скорость сходимости, очевидно, в значительной

мере зависит от отношения наибольшего собственного значения гессиана

функции / к наименьшему. Знаменатель прогрессии у лишь тогда

будет достаточно малым, когда М и т незначительно отличаются друг от

друга.

Эту ситуацию поясняет следующий пример.

Пример 6.6. Для fix) = {x\ /a2 + x\ lb2 )/2, а > Ь > О, имеем т = \\а2, М = 1/Ь2.
В методе Коши каждые два следующие друг за другом направления движения взаимно

ортогональны. На рис. 6.5» а -г приведены несколько итераций в зависимости от
отношения М\т- а2 /Ь2 и от угла между направлением движения на первом шаге и
главной осью.

Покажем линейную скорость сходимости последовательности {/(* )} к значению

1

f(x°) для частного случая f(x) = —
х 'Qx + а 'ху где Q -

симметрическая положительно
2

определенная матрица размера п X п, a G Кп.

Для произвольного (/GR" справедливо

/(** - rkq)=f(xk) + - r\q'Qq - rkq'Vfixk). (6.11)
2

Длина шага rk из условия min f(x - rq) -f{xk - r^q) получается явно:

rk
= —

. (6.12)
qQq

Далее, в силу Vf(xk) -Qx +д имеем

k
l

k k
l

f(xK) = - V/WC"1 V/(jc*) + - a'Q'1 a. (6.13)
2 2

Из (6.11) - (6.13) при/(х°)= -a'Q-*a, V/(x*) =
<7 и xk + l = xk - rkVf{xk)

получим

/(* !)-/(*0)= 1 )(/(*)-Я*0)). (6.14)
\ {qQ4WQ~l4)l
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Рис. 6.5.

Для наибольшего и наименьшего собственных значений Мит положительно
определенной матрицы размера п X п имеет место оценка

(q'q)2 4mM
— >

, (6.15)
(я'ОяИя'О'я) (т+М)2

что вместе с (6.14) и дает (6.10).

Градиентные методы с другим способом выбора длины шага

исследуются, например, в работах [69,101].
Методы Ньютона. Пусть функция /: R" -> R дважды непрерывно

дифференцируема. Тогда для произвольного х° £ R" справедливо разложение

№ =fix0) + (х - x°)'Vf(x°) + — (х- x°)'V2f(x°)(x - х°) +

+ o(IIjc-jc° II2) Vjc6R",

Если / аппроксимировать квадратичной функцией

/°00 =f(x°) + (х - x°)'Vf(x0) + 4" (* - x°)'V2f(x°)(x - x°),

13. K.-X. Эльстер 193



то необходимое для наличия минимума f условие будет иметь вид

V/(x°) + V2/(*°)(x - х°) = 0. (6.16)

Пусть матрица V2/(jc°) невырождена. Тогда решением (6.16) будет

х=х° -(V2f(x°)ylVf(x0).

Отсюда вьшодится следующее рекуррентное правило, лежащее в основе

метода Ньютона:

**+ * =хк - rk(V2f(xk))'lVf(xk) \k > 1. (6.17)

Если длину шага гк выбирать из условия

Л** " rk(y2f(xk)ylVf(xk)) = min f(xk - r(y2f(xk)ylVf(xk)), (6.18)
r> 0

то можно получить следующее утверждение относительно свойств

сходимости метода Ньютона ([98,101]).
Теорема 6.2. 1) Пусть функция f: Rn -> R дважды непрерывно

дифференцируема и выполнено условие (6.8). Тогда последовательность {хк} ,

построенная согласно (6.17), (6.18), сверхлинейно сходится к решению х°.

2) Если, кроме того, в матричной норме

IIV2/(*)H

выполняется неравенство

II V2f(x) - V2f(y) II < K2 II x - у II Vx, у G R"

с)лл некоторого К2>0, то {хк) квадратично сходится к х° :

\ m I m

В случае rk
= г = 1 сходимость последовательности {хк) из (6.17) к

решению х° можно обеспечить лишь в достаточно малой окрестности

точки х°.
В методе Ньютона преимуществу, состоящему в более высокой по

сравнению с градиентными методами скорости сходимости, противостоит

недостаток, заключающийся в больших вычислительных трудностях на каждом

шаге. Чтобы сочетать преимущества градиентных методов (применение
производных лишь первого порядка) с преимуществами методов Ньютона

(высокая скорость сходимости), разработано большое число методов,

основную идею которых мы поясним ниже. А именно, мы рассмотрим
классы квазиньютоновских методов и методов сопряженных направлений.

Квазиньютоновские методы. Эти методы основываются на

аппроксимации матрицы [V2/(jc) ]_1, при этом используются лишь первые
производные функции/. Итерации (6.17) метода Ньютона заменяются на

jc**1 =xk -rkFkVf(xk) Vk>\9 (6.19)
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где Fk — симметрическая матрица размера пХп. ПриFk =Е получается

градиентный метод, а при Fk =[V2/(x*)] ~!
- метод Ньютона. Необходимое

условие для того, чтобы определяемое через -FkVf(xk) направление было

при Vf(xk) ФО направлением спуска, имеет вид

Vf(xk)'FkVf(xk)>0 VxkEXn{x: V/(x)*0}.
Это условие выполняется, если матрица Fk положительно определена.

Рассмотрим в качестве примера снова минимизацию функции / (х) =

= -х Qx + ax, где Q -

симметрическая положительно определенная

матрица. Длину шага гк будем выбирать из соотношения

min f(xk - rFkp) =f(xk - rkFkp\ p =Vf(xk).

Величина гк определяется явно:

pFkp
rk= ,*„ ■ (620)

pFkQFkp
Из соотношений (6.17) (npnq = Fkp), (6.13), (6.20) получаем

(Ях*)-/(*°)).(6.21)f(xk-rkFkp) -/(*°) = fl- rJ^lP)' JL (pFkQFkp)(pQ Jp) J

Для симметрической положительно определенной матрицы F существует
положительно определенная матрицаЯ такая, что Н'Н

= F. Положим, s = Нр,
H'QH = R.TotwR~1 =H~1Q~lH"1 и, учитывая (6.19), имеем

/(***')-/(*v[l- ("f , W)-/(*°))-
I (sRs)(sR ls) J

Отсюда согласно (6.15) получаем

f(xk
+ l)-№)<[M~m.) (f(*k)-f(x°)l (6.22)

где rri и Af - соответственно наименьшее и наибольшее собственные

значения матрицы/?.
В силу FQ-HRH'1 матрица FQ подобна матрице Л, и поэтому

собственные значения FQ и R совпадают. Следовательно, выбирая подходящим

образом матрицу F, можно существенно увеличить скорость сходимости по

сравнению с градиентным методом. В соответствии со свойствами методов
Ньютона надо стремиться, чтобы F аппроксимировала матрицу Q~l (а в

случае неквадратичной функции - матрицу \V2f(xk)]~l).
Для того чтобы приблизить [V2/C**)l ~!» в квазиньютоновском методе

Давидона - Флетчера - Пауэлла ([56,69]) применяют градиенты,
вычисляемые в ходе итерационного процесса.

Методы сопряженных направлений. В этих методах тоже используются

лишь градиенты функции /, при этом в основе построения методов вновь

лежат свойства квадратичных функций.
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Рис. 6.6.

тельно определенной матрицей

xk + i=xk т_„к

Векторы qi и ql (i, / € {i;...
..., п}) называются

сопряженными относительно

симметрической матрицы Q, если

(<7')'G<7' = 0 V/*/.

Если матрица Q положительно

определена и векторы ql 9 ..., qn
попарно сопряжены
относительно Q, то q*, ..., qn линейно
независимы.

Для минимизации функции
/ (х) = х'Qx + a

f
х с положи-

применим итерационную процедуруQ

rhq", *=1,...,л,

где векторы ql,..., qn сопряжены относительно матрицы Q, а числом

выбрано из условия

min f(xk -rqk)=f(xk -rkqk\ *=1,. .. ,л.

Покажем, что такой алгоритм определяет точку минимума квадратичной
функции не более чем за п шагов.

Так как векторы qk (к = 1,..., п) линейно независимы, то при

некоторых \к справедливо равенство
п

И + 1 1

*=1

-х + L Kkq .

По определению метода

к-

1=1
ПЯ1.

Отсюда, с одной стороны, следует

(qk)'Qx"+l =(дк)'(2х1 +\ktf)'Qqk,
а с другой -

(qklQxk'{qk),Qx\
Таким, образом, выполняется равенство

(qk)'Qx"+i - (qk)'Qxk = \k(qk)'Qqk.
Поскольку Vf(xk) =Qxk +a, VfQcn+l) = Qx"*1 +a = 0, отсюда имеем

-(qk)'Vf(xk) = \k{qk)'Qqk,
и, следовательно, \k = —rk для к = 1,..., п.

На рис. 6.6 приведены итерации метода сопряженных направлений для

функции из примера 6.6 при а = 1и Ь = 0,6. Методы сопряженных
направлений разрабатывались также для неквадратичных функций и имеют большие

преимущества перед градиентными методами ([56, 69]). Один из хорошо

зарекомендовавших себя методов принадлежит Флетчеру и Ривсу (см.
[40,56,69]).
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6.3. Методы прямого поиска

Обсуждая проблему нахождения решения задачи

min {/(*): xGG)
с помощью методов прямого поиска, мы ограничимся важным случаем

G = [д, b] CR. Более подробное рассмотрение этих методов можно найти,
например, в работе J10].

В тесной связи с методами прямого поиска находятся класс

унимодальных функций и некоторые обобщения этих функций (см. [10, 12]).
Как уже упоминалось в § 6.2, при выборе одной точки xl EG и

определении /С*1) не извлекается никакой информации о собственном

подмножестве множества (7, в котором следует искать решение исходной задачи.

Напротив, любой набор ({-1,..., £*), к > 2, попарно различных точек из

int G и значения функции / в этих точках при определенных
предположениях дают интервал длины меньшей, чем Ь - д, который содержит решение
х° поставленной задачи.

Функция/: X-+R называется квазиунимодальной на множестве [д, Ь] С

CAXR, если найдется (произвольный) интервал /*С[д, Ь] такой, что

функция / строго убывает на [д, с], равна константе, не превосходящей
min {f(c)9 f(d)}, на /* и строго возрастает на [d,b], где с = inf x,

d =

sup х. Ясно, что /* является также множеством решений задачи

min (f(x): x G [д, Ь)} . (6.23)
В частности, если с = d, то /* = {х°) и х° = с = d. Такие функции
называются унимодальными*)на множестве [а, Ь]. Свойство унимодальности

характеризуется существованием единственного локального минимума на [д, Ь].
У квазиунимодальных функций возможны также частные случаи a = c,d = bn

I* = [д, Ь]. Поэтому любая функция, постоянная на [а, Ь], является там и

квазиунимодальной. Другие примеры квазиунимодальных функций
представлены на рис. 6.7. Соотношения между квазиунимодальными и

унимодальными на сегменте [а, Ь] функциями и рассмотренными в § ,2.3
обобщениями выпуклых функций описаны в следующем утверждении.

Теорема 6.3. 1) Если функция /: [д, Ь] ->R квазиунимодальна
на множестве [д, Ъ],то f почти выпукла на [а, Ь].

2) Если f унимодальна на [д, Ъ]9 то f строго явно квазивыпукла на

юг
Доказательство. 1. Если / квазиунимодальна на [а,Ь\, то

справедливы соотношения

*е(0> 1)1

'J ^/(Хх'+О-Х)*2) </(*!),

(6.24)
хе [о, 1)1

*) Это название заимствовано из свойств функции плотности некоторого

непрерывного распределения вероятностей.

х1. х2 е [а,

fix2) <f(x

х\х2 е[д,

f(xl)=f(x'

Ь]

')

Ь)

!)
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►ЛХдг1 + (1-Х)х2)</(х1).

Тем самым имеем

xl9x2e[a.b]. Х€[0,1]

/(дг2)</(дс!)
Но это - определение явной квазивыпуклости функции / на множестве

[а, Ь]. Отсюда с учетом (6.24) следует, что / почти выпукла на [а, Ь].
2. Допустим, что / не является строго явно квазивыпуклой на [а, Ь].

Тогда найдутся х1, х2 G [а, Ь] (без ограничения общности, пусть х1 < х2)
ичислоХ*е (0, 1) такие, что/(х2) <f(xl) и

/(А**1 +(1 -\*)x2)>f(xl).
Однако функция / не унимодальна на сегменте [х^х2], потому что для

jc< \*xl + (1 -Х*)х2 она не возрастает^строго на [£х2] и длях> X**1 +

+ (1 - X*) х2 не убывает строго на [х1, х*]. Так как любая унимодальная на

[а, Ь] функция будет унимодальной и на всех замкнутых подынтервалах
из [а, Ь] (см., например, [11], лемма 1), т.е. и на [х1, х2 ], то получается

противоречие. Тем самым первоначальное допущение неверно.
Замечание. Можно показать, что в случае существования локального

минимума функции / на сегменте [а, Ь] утверждения теоремы 6.3

обратимы. В частности, это справедливо для функций, которые полунепрерывны
снизу на [а, Ь]. Кроме того, в этом случае понятия "почти выпуклая" и

"строго квазивыпуклая" совпадают.

Связь между строго явно квазивыпуклыми (SEQX), почти выпуклыми

(FKX), унимодальными (U) и квазиунимодальными (QU) функциями

/: [я, b] -* R показана на рис. 6.8.

a-c-d

\-^<
i i

i
-L.
с Г d b *

>> Л
I I

с Г d

>4
*

^

с /* d

унимодальные функции кбаэиунимодалъные функции
Рис. 6.7.
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теорема 6.Ъ

SEQX

f
FKX

замечание
к теореме &J

теорема 6.Z

замечание
к теореме 6.3

Рис. 6.8.

U

Обсудим теперь упоминавшуюся выше проблему поиска подынтервала
из [а, Ъ], содержащего решение х° задачи (6.23).
Теорема 6.4. Пусть функция /: [a, b] -+R квазиунимодальна на

[a, ft], а = $°<$1 <...<£*< S*+1 =Ъ и

/«') = min {/({')} ,
/е {1,...,*}. (6.25)

Тогда существует решение х° задачи (6.23) и

хоец1-1 ^1)ш (626)
Доказательство. Если допустить, что

f(x) >f(x°) Yxe (£'- \ £/+1), \x° EJ\

то из квазиунимоддльности функции / на [а, ft] следует, что / или строго

убывает на (£/-1, !/ + l) или строго возрастает. В обоих случаях получаем

противоречие с (6.25). Следовательно, выполняется (6.26).
Пусть после к вычислений значений функции в методе прямого поиска

для решения задачи (6.23) величина Dk будет наименьшей верхней оценкой
для длины интервала (£/_1,£/ + 1),в котором заведомо содержится
решение х° задачи (6.23). Очевидно, что Dk будет зависеть от выбора к - набора
(£*,..., £*). Для сравнения эффективности этих методов при решении

задачи (6.23) используем отношение

Lk=Dk/(b-a).

Одновременное сравнение значений функции. При одновременном

сравнении значений функции отношение Lk равно инфимуму чисел

Lk = шах (6.27)
/е{1 к} Ъ-а

Если число к> 1 нечетное, то значение Lk будет минимальным, когда мы

произведем разбиение интервала [а, ft] на равные промежутки. При этом

(см. рис. 6.9 для к = 3)

Lk =
Г

/ + 1 fe'-i

к + \
<Lk

для всех (£! ,...,£*) таких, что а < £1 < . .. < £
к
< ft.
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Если число к четное, то для величин Lk может быть указан лишь

инфимум, который не достигается ни на одном /с-наборе (£*,..., £*) со

свойствами, приведенными в теореме 6.4. Действительно, в противном
случае точки £2'-1 и£2/ для / = 1,... ,Л/2 должны были бы совпадать, что

противоречит названным свойствам ^-набора (см. рис. 6.10 для к = Л).
Итак, 2/(к + 2) < Lk для всех ({!,..., £*) таких, что а < S1 < ...

...< £*< Ь.

Однако в цифровых ЭВМ для каждого представимого в этой машине

числах существует действительное число 6=6 (Зс) такое, что для всех пред-

ставимых в машине чисел у =£jc" выполняется I Зс*—jF I > 5*). Поэтому при
четном к для Lk может быть указано хотя бы одно отношение L*, 6-мини-

мальное в том смысле, что

1{'-*'1 = 6 Vi/€ <0, 1 Л + 1} , 1Ф/. (6.28)

*) Пусть, например, применяется представление числа с плавающей запятой х = тВ

с основанием В (скажем, 2 или 10), мантиссой m,B~l < I m I < 1, целочисленным
показателем е, и пусть т как £-ичная_дробь имеет р знаков. Тогда значение последней

в мантиссе цифры, в которой число у Ф х~с тем же показателем е должно минимально

отличаться от Зс, равно В ~р. Таким образом, в этом случае б - Ве"р.
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°\-

l*-{

$°-a\
*'

И2!

"Иг1
i I

* = »,

»-*'

±a*W8

Рис. 6.11.

Следовательно, для любого ^-набора (I1,..., £*), где а = S0 < S1 < ..

...<£*< t*+1 =6, Л четно, имеем неравенство

v/e{i,...,*}.
Ь-д

<1,

Тем самым для того же ^-набора получаем

ik-f к
— < Lk

Ъ-а 2

и, в силу (6.28),

I =
***'-*°

=
?-?

+ 1
*+i t*-I **-«*-1

Ъ-а

к+2

Ь-а Ь-а Ь-в

L*-
fc-a

<

Отсюда при заданном 8 > О следует

Гб _

Lk
26

* + 2 (Л + 2)(Ь - а)
<£*.

Соответствующий этому б-минимальному отношению L% &-набор ({',,.,
..., |*) имеет вид (см. рис. 6.11 для к = 4)

j+- Г* (*-«). если/ четное,

к - i + 1 ~

£ L£ (£ - *), если i нечетное.

Однако более эффективным для к > 3 оказывается подход, в котором

определение £'(/ > 1) зависит от результатов вычисления значений

функции/(*>)■
Последовательное сравнение значений функции. Здесь задается

фиксированное число сравниваемых на каждом этапе значений функции, которые
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Рис. 6.12.

образуют так называемый блок, и точка с наименьшим значением

функции одного этапа применяется и на следующем этапе. На рис. 6.12 мы

поясняем такой последовательный метод для важного случая, когда одному

блоку принадлежат два значения функции.
На первом этапе сравниваются /(£А) и/(£2). Так как/(£1) >/(£2),

то у квазиунимодальной на сегменте [д, Ь] функции / ни одна точка из

/* не лежит в [я, £1). Этот подынтервал исключается из дальнейшего

рассмотрения, остается [а2у Ь2] = [£*,Ь]; точка %2 € (а2,Ь2] переносится
на второй этап. На втором этапе уже найденное значение /(£2)
сравнивается с/(£3), £3 е(а2уЬ2). В силу/(£2) >/(£3) интервал (£2,Ь2)
исключается, остается [а3, Ь$\ = [я2,« ]; точка £3 G (лз, Ьъ) переносится на

третий этап. На третьем этапе /(£*) сравнивается с/(£4), £4 € (£!,$2). Так

как /(£3) >/(£4), то интервал [яз,£3) исключается, остается [aAib4] =

= [£3*^з], а точка £4 G (а4,Ь4) переносится на четвертый этап и т.д.

При таком подходе возникают пары последовательностей с перечисленными
ниже свойствами.

Пара последовательностей ({av}, {bv}),av,bv G [a, b] CR, называется

порожденной последовательным сравнением значений функции в

двухточечных блоках, если ах =д, bx =b и имеются последовательности^1} ,

{ J-"2}, для которых

1)«ps*"0 <*"! <¥2 <Г3 =Ь4 Vj/€N;

где/ Е {1,2} — наименьший номер, для которого

/(Г') = тш{/(Г), /(Г2)} V»GN;

/,#/„ /,,/,€ {1,2} v*>eN.

^+ l),

(6.29а)

(6.296)

(6.30)

Т
Теореме 6.4 соответствует следующее утверждение.

Теорема 6.5. Пусть функция /: [a, b] -+R квазиунимодальна на

сегменте [а9Ь] и ( {*„} , {&„} ), где *„,&„ G [а,Ь], - порожденная последо-
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вательным сравнением значений функции пара последовательностей. Тогда

существует решение л° задачи (6.23) и х° G [av, bv] V v G N.

Доказательство. Предположим противное. Пусть для всякого

решения х° € /* существует номер v* такой, что х° & [av*> bv�]. Не
ограничивая общности, можно допустить, что v* минимален в том смысле, что

*°€ [*у,М Vv<v\
В частности, дг° G [«„•_!, ft„*_i]. В силу e„»_i <«„•< bv*<bv*-\ и

(6.296) следует различать два случая.

Случай 1: / = 1. Тогда согласно (6.29а) и (6.296) av .=av �_!
= $v*-l*°9

Ьр* =5Р*-1'2 идс° €(^*, b„»_i). С одной стороны, из (6.296) следует

f(x0)<f(?m-l'l)<f(?*-l'2\ а с другой - Г*"1,1 < Г*"1,2 < *°.

Однако эти соотношения несовместимы с квазиунимодальностью функции / на

[a. ft].
Случай 2: /=2. Тогда bv* = bv*_x =£"* 1,3,0i,» = £"* l,!

и имеет

место*0 £[*„•_ !,*„�). Из(6.29б)следует/(л°)</,а,;*-1»2)</а1;*"1Л).
Одновременно выполняются неравенства х° <|1;*~1»1 <^#~1,2, что тоже

противоречит заданным предположениям.

Замечание. Пара последовательностей {{av), {bv}) не обязательно

образует последовательность вложенных интервалов, поскольку длина

интервала (bv —av) при v ->°° не стремится, вообще говоря, к нулю.

Далее мы изложим основные идеи построения (конечной) пары
последовательностей ({av) ,{bv})>v = 1. • • • э*» с5-минимальнымотношениемГ£.

Пусть после v>2 вычислений значений функции остался (рис. 6.13)
интервал [J-"0,1"3] длины

А,-(Г3-б1*). (6.31)
Так как каждый из интервалов [J-"0, S"2], К1'1 jS1'3] может содержать

точку*0, мы выберем длины интервалов (^2 - £ ) и (^3 - i-"1)
равными Dv+i =Ъ?г - %vl = £"2 - £р0 (это оптимальный выбор Дн-i).
Допустим, что сегмент [£yl, J-"3] содержит х°. Согласно (6.30) имеем тогда

j^+i .1 = g>* Новую итерационную точку £р+1 ,2 выберем так, чтобы длины

Яр
•*

Л»ы

£»0 9"

§9*1,0

Bv*i

г2

^

f»^2

Д»+г
—^

*vJ л

$»+** *

Рис. 6.13.
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£*-/,*

uk-4

>k-1,1

+-L+
$*-*,*

Рис. 6.14.

gk-t,3 x

интервалов (£"+1»2 - %v+l*°) и (%v+l>3 - f,;+1»1) снова были равными.

Очевидно, что между длинами интервалов выполняется соотношение (см.
рис. 6.13)

А, = ZVh + Z>„+2, i>=l,..., к -2. (6.32)

Потребуем, чтобы расстояние между итерационными точками {*"!»! и

£*~~''2 после к > 2 вычислений значений функции равнялось заданному
числу 5 > 0, так что будет справедливо соотношение (рис. 6. 14)

At-i =2Dh-b. (633)

Следующая теорема утверждает, что существует итерационная

последовательность £"'', / = 0, . . .
, 3, v = 1, . .

.,
к - 1, для которой выполняются

соотношения (6.32), (6.33) и, кроме того, Д -Ъ -а.

Теорема 6.6. Для длин интервалов Д,, v = 1, . . .
, к, из (6.32) и

(6.33) следует

Dv = (b - a) + 5,
Fk + i

(6.34)
F*+i

где F0 = 0, Fi = 1, Fn=Fn_x + F„_2 V« > 2 - «шслд Фибоначчи,

Доказательство. Вначале с помощью математической индукции

покажем, что

Dv = Fk_v+2Dk-Fk„vd9 *>=1,..., *. (6.35)

Это утверждение верно для *> = /г, потому что на самом деле

F2Dk -F05 = Dk.

В силу (6.33) равенство (635) верно и для v=k— 1:

Л*-1 = FbDk-Fxb =2Dk-b.

Предположим теперь, что (635) верно для всех/ таких, что к> j> v>
> 1. Тогда, применяя предположение индукции, для v < к - 2 согласно

(632) будем иметь

Dv = Fk._v+xDk - Fk„v_ib + Fk„vDk - F*~i;_2 6.
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Отсюда в силу рекурсивного определения чисел Фибоначчи вытекает

соотношение (6.35). Если в (6.35) положить v = к, то

Ъ-а+ Fk_xb
Dk =

~7
■

Из последнего равенства и (635) получаем (634).
Замечание. Приведем несколько первых чисел Фибоначчи: F2 = 1,

F3 =2,F4 =3,F5 =5,F6 = 8,F7 = 13 и далее: 21,34,55,89, 144,. ..

В частности, для v = 2 из (634) получим

Fk
,, ч Fk_xFk - Fk + xFk_2
(b - a) +

Fk+\ Fk+X
D2

= -— (b - a) + 6 =

^* Fk + xFk_x-Fk
= (*-*)+ 6. (6.36)

^*+i Fk+i

Учитывая тождество

^�i -FnFn + г
= (-1Г V«GN, (637)

которое мы докажем по индукции, для п = к - 1 из (636) имеем

** (-1)*
Z>2= (*-*)+ —— 6. (6.38)

Fk + i /** + j

Докажем теперь (6.37). Для п=\ это соотношение, очевидно, верно:

F\ -F,F3 = l -1 •2=(-1)1.

Предположим, что (637) верно для n = i > 1. Тогда из соотношения

(637) при п = i + 1, предположения индукции и определения Fn = F„_ i
+

+ Fn _ 2 при л = /+2ил=/+3 следует

Fi + 2 -^i+i^i + з
= Fi+2(Fi + ^/+i) -^/+i (^i+i +^/+2) =

.^2^-^ам = ч-1)'я(-1)'+1-
С помощью формул (638) и (6.32), исходя из Dx = b —at, можно

вычислить рекурсивным образом все Ц,, *> = 1, 2,..., к.
Тем самым мы имеем возможность описать конкретную пару конечных

последовательностей, порожденную последовательным сравнением значений

функции в двухточечных блоках.

Пара конечных последовательностей ({av ), {bv }), v = 1, ..., к,
называется парой последовательностей Фибоначчи (F-парой), если

1)*,=*, ьх=ь, {»«*! -z>2, $l2=«i+А;

f av при/(Г!)</(Г2),
2) *„+!= I *> = 1,...Д-1;

IS в противном случае,
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(Г2 при/(Г1) </(Г2),
3) bv + l

= \ *>=1,..., к- 1;

I Л„ в противном случае,

IK
+1

- А/ + 2 при av- av + !,

i>=l,...,*-2;/=l,2;

flj, + !
+ Д, + 2 При bj, = bv + 2,

{
" +1»/ ^ {"/ э где/ £ {1,2} - наименьший номер такой, что

/(Г7)-mini/(Г1),/(Г2)).

При этом Ц, определены согласно (6.34) или согласно (6.32) и (6.38).
Порядок действий при построении F-пары поясняется на следующем

примере.

Пример 6.7. Пусть /(л) = хг, а = -0,5, 6 = 1,5, б = 0,09 и к = 5. Табл. 6.2

содержит числовые значения, найденные в соответствии с предыдущими определениями,
а также имеющиеся между этими значениями связи. В качестве результата получаем

.y° e (*5,65J= [-0,22, 0,07), J\x°)< min{/(£41), /%4а)} =0,0004.

Рис. 6.15 поясняет ситуацию.

Как было показано в работах Оливера и Вильде [65], Авриэля и Вильде

[3] (в обобщенном виде с применением блоков из 2р, р > 1, значений

функции), пары последовательностей Фибоначчи определяют
6-минимальное отношение Lbk в том случае, когда номер к выбирается из условия

ГЬ > 26. (6.39)

Среди натуральных чисел к, которые удовлетворяют (6.39), имеется

наибольшее число к0. Очевидно, должно выполняться

25 < Z\o < 36, (6.40)

поскольку в случае Dk& > 36 и Dko + {
= Dk^ — 6 получаем D^ + х > 26,

что противоречит свойству максимальности к0.
Применяя (6.34) при v = k0 и рекурсивное соотношение для чисел

Фибоначчи, из неравенств (6.40) получаем

Fko+2< (*-a)/6<F*o + 3. (6.41)

В примере 6.7 число к0 определено согласно этому неравенству.

Неравенство /\о < 36 является одновременно оценкой для длины

наименьшего определяемого интервала [ако, Ьк ], в котором должна
находиться точка минимума функции/.
Мы укажем, однако, на то, что рекурсивное нахождение величин Д,

(v = 3, 4, ..., к), исходя из Д = Ь - a, Д, где Д определяется в

соответствии с (6.38), численно неустойчиво. А именно, если Д взято с

ошибкой е:

D2 = Д + е, (6.42)

то

Д, = Д, + (-l^F^e, i> = 2, ...Д. (6.43)
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Докажем это. В силу (6.42)
соотношение (6.43) верно для
v = 2. Предположим, что оно

верно и для v < j < к. Из (6.32)
имеем

Df =Я/-2 -Я/-1.

откуда по предположению

индукции следует

Df =Ц-2 +

+ (-1)>-2^_3е -£>-!-
-(-iy-1F/_2e=Z>/ +

Рис.6.15. + (-1)' -2(F,- _3 +F/ -2)е =

-£> + (-!)'*/-!*.
В представлении (6.43) положительная последовательность {Д,}

убывает, в то время как модули вторых слагаемых становятся сколь угодно

большими. Это является одной из причин, по которым при решении задачи

(6.23) приходится, как правило, отказываться от применения F-nap, не»

смотря на некоторый вьшгрыш в эффективности. Кроме того, при этом

речь идет не о методе решения, который сходится в смысле данного в

§ 6.1 определения, поскольку последовательность {У} (например, xv =

= i-"1), вообще говоря, обрывается, не обязательно достигнув решения х°.

Если пренебречь в (6.34) влиянием на Dv второго слагаемого в

предположении, что разыскиваемые при этом \v* {у Е N, / € {1, 2)) лежат во

всюду плотной числовой области, то можно привести рекурсивное
соотношение между длинами интервалов (обозначаемых через Ц,), которое

будет численно устойчиво.
С этой целью мы применим асимптотическое приближение для чисел

Фибоначчи: из явного представления этих чисел

г*-(-г)-" 1 +VT
Fv = —

, где т = —

,

у/Г 2

в силу т > 1 следует

Fv*Tvly/T (6.44)

для достаточно большого v.

Если мы положим Dx =D=b -а пв первом слагаемом в (6.34) вместо

F*_i, + 2/F*+i возьмем в соответствии с (6.44) приближенное значение

1/т""1, то вместо (6.34) получим не зависящее от к и тем самым от 6

выражение для длин интервалов:
~ 1 1

Д,= : (Ь-а)= —^ Dl9 ve N.
„V- 1 *v- 1

(6.34')

С помощью полной индукции легко доказать рекурсивное соотношение

1 ^

Ц, + 1
= - Д,, vG N. (6.45)

г
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Нахождение Д, в соответствии с (6.45), начиная с Dx = Ъ - д, численно

устойчиво. В самом деле, пусть D2 наделено ошибкой в:

Б2
= Di + е.

Тогда

Dv + X =Д, + 1
+ e/ri;-1 V^ > 1. (6.46)

Доказывая (6.46), мы заметим вначале, что это соотношение верно для

v = 1. Пусть оно верно для v -к - 1 (к > 2). Из (6.45) имеем £>* + j
=

1 _

= — Dk, откуда по предположению индукции следует
г

1 /~ е \ 1 ~ е~ е

D* + 1=
— [Dk+ )= — J\ + =/\ + i+ ■

•

Г \ r
A: -2 / 7 r*-l r

Дс — 1

В силу т>\ последовательность {е/ти~1} стремится к нулю, так что

последовательности {Ц,} и {Д,} имеют одинаковые свойства сходимости.

Впрочем, из (6.45) получим

1 ^ 1^/1 1 \ ^ ^

A, + i+A, + 2=
— А,+ -т Я= (— + — Д;=Д,
г rz \ т т1 J

V^GN, (6.47)

что согласуется с (6.32). Поэтому приведенный на рис. 6.13 порядок
действий может быть сохранен, если вместо Д, применить Ц, и отказаться от

окончания процесса при v = к.

Ввиду (6.45) и (6.47) A, + i, Д^+2 представляют собой длины отрезков,

получаемых из интервала длины Dv с помощью золотого сечения. В

соответствии с этим мы введем определение: пара (бесконечных)
последовательностей ({av} , {bv} ) называется парой последовательностей золотого

сечения (GS-парой), если при Д =b -anDVi полученных при v > 1

согласно (6.45), выполняются соотношения

1) ах =*, bx =b9 {" = fti -Д, S12 = *i +&;

[«, при /(Г1) < /(Г2),

U"1 при /(Г1) >/(Г2),

3)*,р+г
f^2 при /(Г1) </«"2),

** при/(Г1) >/(Г2),
N;

ч .w+i I f*v+i-A^+2 при 0р =av+ i,

4)Г+1>1 =
~ v€N, /=1,2,

[ Jj,+ 1 + Ц, + 2 При 6у =ft„+i,

и £*'
+ 1»/ ^ £"'', где / € { 1, 2 } - наименьший номер, для которого

/(Г>)=тш{/(Г1),/(Г2)}.
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Таблица 6.3

V

1

2

3

4

5

6

Dv+ i
= — Si,

1,233

0.762

0.470

0.290

i 0.179

av 1

-0.50
1

-oj$0
|
1

-0,50

-0,2оГ~
1
i

-0.203

-0.092

*"* =

1,50-1.233 = 0.267

0.733 - 0.762 = -0,029_

0.267 - 0,470^0,203

-0.029

I 0.087 -0.179 = -0,092

^^

At") '

0.073

J),0009

0,040

i o,ooq$T

0.008
< 6

~7-i.v !

-0,50+1,233=0.733^

"*
0,267

-0,029

-0,203 + 0,290 =

0,087^

-0.029

mv2)

0,53

"I)f073

^0,0009

0,008

^0,0009

bv

1,50

^0,733

^*0,267
I
i

0,267

0,087

0,087

Dv - bv — av

2,00

1,233

0,767

0,470

1 0,290

0,179



Пример 6.8. Поясним порядок действий в данном методе на задаче из

примера 6.7. Не задавая наперед натуральное число &, но применяя значение 6 как критерий
окончания счета, получим найденные в соответствии с предыдущим определением

числовые значения, которые приведены в табл. 6.3. Связи между этими значениями

изображены стрелками.
В результате имеем а-0 е \а6.Ь6] = |-0,092, 0,0871, /(х°)< min {/($"), / (£")) =

= 0,0009. Для наглядности можно обратиться к рис. 6.15.

В подтверждение того, что (75-пара является парой последовательностей,
порожденных последовательным сравнением значений функции в

двухточечных блоках, мы покажем, что

^ 1 ^

А, >д,+1 >- ц,.

Очевидно, эти неравенства получаются из соотношений

~ _ 1 ~

Д, =Д, + 1 +Д,+2 >Ц, + 2, Д,+2=
~

Dv + l *0,618Д, + 1.

т

Согласно (6.34') и неравенству Д, > Д, + j VpGN, G5-пара ( {av) , {Z>j,} )
порождает семейство вложенных сегментов [av+1, ^^+! ] С [av, ft„ ] V v Е N,
с помощью которых определяется ровно одно число ЗГЕ [av, bv] VvGN.'

Таким образом, справедлива следующая теорема.

Теорема 6.7. Пусть функция /: [а9 b] -* R квазиунимодальна на

сегменте [а9 Ь]. Гогдд последовательность вложенных интервалов,
порожденная GS-парой ({av } , { £„} ), определяет решение х° задачи (6.23).
Доказательство. GS-napa является парой последовательностей,

порожденных последовательным сравнением значений функции в

двухточечных блоках. По теореме 6.4 для квазиунимодальной целевой функции

существует решение х° Е [av, bv] V v € N. Последовательность вложенных

интервалов определяет ровно одно число Зс Е [av, bv] VvGN. Таким

образом, Зс=х°.

Для того чтобы сравнить эффективность приведенных выше методов

последовательного сравнения значений функции, мы рассмотрим частное

длин интервалов Dk и Dk после к шагов. Согласно (6.34) для v = к имеет

место равенство

1 /Ъ_!
Dk = {b-a) + 5.

Далее,

1

■-(тУ (*-«).

Считая, что Dk очень велико по сравнению с б, имеем

At F*+i 1 / VT+11 /л/Т+1 \г

~7 (-Г") -,л
л

.... -.1708.

14* 211



(^НАЧАЛ(Г)
\ f

Ал$*,г /

*
[г: -1,61BOM

�
I у0:-ю"

*

| сГХЪ-а)/т
*

| £/:-*-</

*
|

| yt:-*(tV
_i .

I (2:-a+d

,_J ,

| y2:-f(S2)

i

1 ^

d:-d/r

<uKyZ^

i

\AA
уф: шуг

*

*.-£2

1
*2>*f

?
ffX-lf*

I
?r:-i-rf

*

gr.-ntQ

\

Рис. 6.16.
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Несколько меньшей эффективности при применении GS-nap
противостоит то преимущество, что не надо до начала вычислений оценивать число

итерационных шагов.

При вычислительной реализации следует учитывать, что условие Dk < Ь

ведет к остановке метода (см. пример 6.8) и значения aVf bVi %vl, %vl
должны храниться до тех пор, пока они необходимы для последующих

итераций. Этим объясняется упразднение некоторых номеров в ходе работы
программы метода золотого сечения (рис. 6.16).

Так как требуется найти лишь какое-нибудь решение х°, то в случае

квазиунимодальной (но не унимодальной) целевой функции метод может

остановиться, прежде чем выполнится условие Д, < б.

Теорема 6.8. Пусть функция /: [a, b] -> R квазиунимодальна на

множестве [а, Ь]. Если числа V Л2 ЛЪ таковы, что а < {-1 < £2 < £3 < Ь,
/(S1) =/(£2) =/(£3)» то (-1, %2, %ъ € /*, где Г -множество решений задачи

(6.23).
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Доказательство. Пусть £ ф Г для некоторого /€{1,2,3}.
Тогда из условий теоремы следует {-1, £2, £3 $ /* Последнее же

противоречит квазиунимодальности /на [а, Ь], в силу которой функция / строго
монотонна вне множества /*.

При численной реализации предыдущее утверждение предполагает
проверку условий

1/tf1) -/«2)1<е, \№l)-f(?)\ < б,

где б есть расстояние между соседними машинными числами в

представлении значений /(S1) •

6.4. Методы решения задач с ограничениями

Вначале мы дадим обзор методов решения общей задачи нелинейного

программирования

Л: min{/(x): *€£}, G = {jcGRw: &(х)<0, i = 1,..., hi}.

Что касается методов решения конкретных классов нелинейных задач

(например, задач гиперболического, квадратичного, сепарабельного
программирования), то мы отсылаем интересующихся к работам [37,49,61].

Как уже пояснялось в § 6.1, метод решения задачи Рг порождает,
вообще говоря, бесконечную последовательность {хк} такую, что хк -> х° £ G°

при *-*«». Такие методы можно разбить на следующие классы.

1. Методы, которые непосредственно применяются к задаче Рх. Сюда
мы отнесем, например, такие методы, на которые можно смотреть как на

естественные обобщения изложенных в § 6.2 градиентных методов.

Итерационные точки** при этом все являются допустимыми в задаче Рх.
2. Методы, которые основаны на решении последовательности

вспомогательных задач Нк, при этом решения хк задач Нк сходятся при к ->°° к

x0GG°.
Вспомогательные задачи Нк могут быть, к примеру, задачами линейного

программирования, которые возникают путем замены целевой функции
и функций ограничений задачи Р\ на линейные или кусочно-линейные
функции.

Другая возможность заключается в построении последовательности

оптимизационных задач Нк без ограничений, к которым можно применить

методы, рассмотренные в § 6.2.

Обратимся к первому классу методов. Рекуррентное соотношение

xk+i = xk +QkZk9 ak>0 Vk> I, (6.48)

которое при гк = - V/(x*) лежит в основе градиентных методов, не будет
пригодным для определения решения задачи Pi, поскольку для граничной
точки хк множества G, не являющейся решением Рг, и для zk = -V/ (хк),
вообще говоря, не существует числа а* > 0 такого, чтодг*+1 € G. Поэтому
соотношение (6.48) естественными (но различными) способами

модифицируется в методах проекции и методах возможных направлений.
Методы проекции основываются на соотношении

х* + 1= UG(xk- a*V/(x*)),
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где П<7 (х) означает проекцию вектора х на множество G. При определении

проекции требуется, вообще говоря, минимизировать квадратичную
функцию на множестве G. Если G имеет специальную структуру, то этот подход

может привести к численно эффективным алгоритмам ([98]). Другие
варианты методов проекции приведены в работе [97]. Левитин и Поляк

показали [98], что методы проекции сходятся со скоростью

геометрической прогрессии.

Методы возможных направлений базируются на следующем
соображении: при движении из точки хк согласно (6.48) вектор z и число ак

выбираются таким образом, чтобы точка дг*+* была допустимой и/ (хк+х) <
< f(xk). Будем говорить, что вектор z* является возможным

направлением в точке хк Е С, если для х существует такое число а > 0, что

хк + olz
k
£ G для всех а € [0, а ]. Возможное в точке хк направление

называется подходящим, если^найдется число Ъ > 0 такое, что/ (хк + azk) <

< f (хк) для всех а Е (0, а].
Имеется большое число методов возможных направлений; их теория

была обоснована Зойтендейком [87]. Вначале мы обсудим один вариант

этих методов, предложенный Зойтендейком. Для облегчения понимания мы

предположим, что все функции ограничений задачи Р\ являются

аффинными:

&•(*) = а! х -bi9 i = l,. m. (6.49)

Пусть /о — множество индексов активных в точке хк ограничений.
Согласно главе 4 (см. (4.26)) условия Куна - Таккера выполняются в

точке хк тогда и только тогда, когда задача линейного программирования

min {V/(х*)' z: a/z < 0, i G /£} (6.50)
имеет решение z = 0. Легко догадаться (см. также рис. 6.17), что вектор z,

удовлетворяющий неравенствам а\ z < 0 для / Е 1к, является возможным

направлением в точке хк. Если, кроме того, для такого z выполняется

Vf(xk)' z < 0, то (см. также § 6.1) для достаточно малого а справедливо

соотношение f(xk + az) </(*). Следовательно, вектор z будет подходя-

щим направлением в точке х . Если в (6.50) в качестве дополнительного

ограничения ввести условие нормировки для векторов z (например, II z IK
< 1), то в результате решенияxzh

f(X)-f(Xf)
f(x)-frx*j

возникшей задачи

min{V f(xkj z:

/e/£, llz II <i}

a\z < 0,

zz—Vf(xz)

Рио. 6.17.

мы тогда и только тогда

получим подходящее направление zk,
когда в точке хк не будут
выполняться условия Куна — Таккера.

При соответствующем выборе
а^ получаем xk + l G G, и, таким

образом, начиная с xl G <7, мы

определим последовательность

допустимых точек хк. В § 6.5 эта
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основная идея переносится на случай нелинейных ограничений, и

приводится доказательство сходимости.

Пиронно и Полак [68] доказали для конкретных методов возможных

направлений линейную скорость сходимости.

В качестве недостатка метода возможных направлений Зойтендейка
можно отметить то обстоятельство, что на каждом шаге надо решать задачу
линейного программирования. Этого недостатка лишены методы

проектируемых и приведенных градиентов.
Метод проектируемых градиентов Розена для задач с линейными

ограничениями (который не включается в упомянутый выше класс

проекционных методов) отыскивает точку z* в случае /* Ф ф как проекцию

вектора
- V/(x*) на подпространство, заданное пересечением

гиперплоскостей активных ограничений. Подробное изложение метода можно найти в

работах [37, 49, 56, 69]. Кроме того, в [56] рассмотрены вопросы
сходимости метода.

К хорошо зарекомендовавшим себя методам возможных направлений
для задач с линейными ограничениями относится метод приведенных
градиентов [56,75], в котором переменные задачи подразделяются на

базисные и небазисные аналогично тому, как это принято в линейном

программировании. На каждом шаге метода градиент целевой функции
рассматривается как функция от небазисных переменных ("приведенный градиент"),
и подходящее направление находится с учетом знаков у небазисных

переменных.
Фокке [30] показал, что метод приведенных градиентов при

соответствующем выборе нормы z в задаче (6.50) выводится из метода

Зойтендейка (см. в связи с этим § 6.5). Рассмотрение скорости сходимости метода

можно найти в работе [56].
Описанные выше методы возможных направлений используют

производные целевой функции и функций ограничений лишь первого порядка. В

целях достижения более высокой скорости сходимости разработаны также

методы возможных направлений, применяющие производные второго
порядка ([69, 101]).

Теперь мы отметим некоторые методы из второго класса, введенного
в начале параграфа.

В основе метода штрафов ([7, 27, 40, 54, 56, 69, 86, 97, 101]) лежит

идея введения "штрафа" за нарушение ограничений задачи Л. Для этого

вместо /Yрешают последовательность задач без ограничений

Hk: min{f(x)+rkS(x): xGR"},
где

m

S(x)= I gi+ (x)9 tf (*) = max {0,*(*)}.
1 = 1

Очевидно, S (x) = 0 тогда и только тогда, когда х Е G.

При соответствующих условиях решения хк задач Нк сходятся при
г к ->°° к некоторому х° EG0.

На рис. 6.18 для задачи Рх, у которой/'(х) = -exygx (х) = 1 -х, g2 (x) =

= х2 - 4, х Е R, изображена целевая функция F(x; г к) = -ех +

+ rk (max {0, 1 - х})2 + />(тах {0, х2 - 4})2, х Е R, вспомогательной
задачи при гк

= 1, 10, 100.
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Итерационные точки хк не являются не только оптимальными, но и

допустимыми в задаче Pi.
Метод штрафов может рассматриваться как "двойственный метод"

для решения Рх. Действительно, если записать задачу Рх в

эквивалентном виде

Л :min{/(*): S(x)< 0},

то двойственной к Рх задачей является

Dt: max {^ г > 0}, tff) = inf {/(*) + rS(x)) .

В то время как в методе штрафов каждая не оптимальная в задаче Рг
итерационная точка не является также и допустимой для Рх, то, напротив,
в методе барьеров ([6, 27, 56, 69, 86, 101]) все итерационные точки

допустимы в Л. Вспомогательные задачи Нк при этом конструируются так,

чтобы целевые функции задач Рг и Нк не отличались значительно внутри

допустимой области G, но при приближении к границе G происходило
сильное изменение целевой функции задачи Я*. Такого рода "барьеры"
обеспечивают принадлежность решений вспомогательных задач Нк внутренности
допустимой области, и с такими задачами можно обращаться как с

задачами без ограничений.
В качестве примера рассмотрим вспомогательные задачи

Hk:min{f(x)+qkB(x): &(х)<0, /=1,...,/я},

m

при этом В(х) = - 2 \n(-gj(x)) и для задачи Рг должно быть выполнено
i=i

условиеint G = {x: g,(x)<0, / = 1,....,m } Фф. Очевидно, что В(х) ->

->+°°, еслиgi(x)-+-0 для некоторого /G {1,..., т).
На рис. 6.19 для задачи ?! с f(x) = -ех, gx (х) = 1 -х, g2 (x) =х2 -4,

х € R, изображена целевая функция F (x\ qk) = -ех -

qk In (x - 1) —

- qk \n(4-x2)9x Е R, вспомогательной задачи npnqk
= 10, 1 и 0,1.
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Рис. 6.19.

В § 6.6 для общего метода барьеров мы исследуем сходимость
последовательности {хк) к решению Л при<7*-*0.

Вычислительные затруднения при использовании метода штрафов
привели к появлению метода модифицированных функций Лагранжа, который,
как и метод штрафов, может характеризоваться как двойственный.

В качестве представителя большого числа работ, посвященных этому

новому эффективному методу, следует назвать статью Гольштейна и

Третьякова [91].
Методы секущих плоскостей основываются на решении

последовательности задач линейного программирования и обычно применяются к

задачам вида

min{c'x: &•(*)<0, /=1,...,т}. (6.51)

Линейность целевой функции не ограничивает общности рассмотрения.
Действительно, если требуется решить задачу вида Рх, то, добавляя
ограничение f (х) - хп + } < 0 и минимизируя (линейную) целевую функцию
дг„+1, мы получим задачу в форме (6.51), правда, сл+ 1 переменными и

m + 1 ограничениями. Если точка дг° € R" является решением задачи Рг,
то (х°,х„ + г)9 гдехй+1 =/(х°), будет решением задачи (6.51) инаоборот.

Метод секущих плоскостей Келли [44] вырабатывает, начиная с

некоторого ограниченного многогранного множества (многогранника) Мг Э G,
последовательность многогранников MkQRn н последовательность точек

{хк} по правилу, состоящему из следующих шагов.

Шаг 0. Mi 2 G задан. Положить *:=1.

Шаг 1. Вычислить решение хк (линейной) задачи

PkL:mm{c'x\ хемк).
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Шаг 2. Если хк € G, то остановиться. В противном случае положить

М*+1=Л/*П£-<У,где£<_*> ={^R": gio(xk) + (х - xk)'Vgio(xk)<0) и

*/,(**) = max Л(х*).

Шаг 3. Положить Л:: = к + 1 и перейти к шагу 1.

Очевидно, что поставленная в соответствие полупространству Е^к* ги-

перплоскость

Я<*>«<(дс.О'€К"
+ 1: *=».(**) + (*-**)'*».(**))

является одновременно касательной гиперплоскостью к гиперповерхности

£ =

£/0 (*) в точке дг =хк, и для выпуклых функций^/, / = 1, . . .,/и,

выполняется хк $ ESk) viMk7±G для к = 1, 2, . - . (рис. 6.20). Таким образом,
на каждом шаге метода от допустимой области задачи (6.51) "отсекается"

некоторая часть.

В § 6.7 будет исследован общий метод секущих плоскостей.

Оценки скорости сходимости показывают, что метод секущих

плоскостей сходится медленнее, чем с порядком 1 ([98]).
Если в задаче Рг Целевую функцию и функции ограничений заменить

кусочно-линейными функциями, то возникающую таким образом
вспомогательную задачу, как и в методах секущих плоскостей, можно решать

алгоритмами линейного программирования. Но процесс кусочной линеаризации
имеет практическое значение лишь для задач с сепарабельными функциями
и поэтому подробно здесь не обсуждается.

65. Методы возможных направлений

Пусть задача минимизации имеет следующий вид:

P:min {/(*): xGG) 9 G = {xeX: gi(x) <0, /€/},

где/ = {1,.. ., т}9 X Q К" -

открытое множество, функции/, gif i € /,

непрерывно дифференцируемы на X. Как и в гл. 4, разобьем множество

индексов / на подмножества I1 (индексы линейных ограничений) и IN
(индексы нелинейных ограничений).

Для е > 0 нхк £ G определим множество

/«(**)={/€/: -€<ft(x*)<0}. (6.52)
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Если е > 0, то 1€(хк) называется множеством индексов е -активных

ограничений в точкехк.

Далее мы изложим метод возможных направлений, разработанных Зой-

тендейком (см. [87, 69, 101]). В этом методе подходящее направление z*
в точкехк при заданном е находится из решения следующей задачи:

Pltk:min{a: Vf(xk)'z < a, Vgt{xk)'z<a9 ieiN€(xk);

V»(x*)'z < 0, ieiL€(xkl zGC). (6.53)

При этом С —

некоторая компактная окрестность нуля. В частности,
можно выбрать С = {zGR" : llzlKl}, где II • II - произвольная норма в

п

R". При IIz II = max |z,| или II z II = 2 \гА Pi к будет задачей линейного

программирования. При е = 0, IN= ф и С = {z: lz7- К 1, / = 1,..., л }
задача Р}к соответствует приведенной в § 6.4 задаче отыскания подходящего

направления. Решение задачи Р\ ук обозначим через ок= о(хк, е) иг*. Имеет
смысл записать задачу Р\ук в следующем эквивалентном виде:

Р\Х- min{max{V/(;c*)'z, max {Vgi(xk)'z)): zGCOQ), (6.54)

где

Ce = {zGR": Vgi(xk)'z<09 ieiL€(xk)}. (635)

Теорема 6.9. Для xk EG и е- ек >0 имеют место утверждения

l)ok = a(x*, e*)<0;

2)а(х\о)<о(дг\ ek).

Доказательство 1. Первое утверждение выполняется, поскольку
a = 0, z =0 всегда будет допустимой точкой для Pi ук.

2. Очевидно, Io(xk)CI€(pck) и тем самым Се С С0. Таким образом,
CdCe Q СП Со ив силу (6.54) справедливо второе утверждение.

Используя задачу Р\%к, мы сформулируем как обобщение сказанного

в § 6.4 критерий оптимальности, который адаптирован к методу
возможных направлений.

Теорема 6.10. Пусть в точке хк выполнено условие регулярности

R$: существует zG R" такое, что

Vgi(xk)'z< 0, / G /£; Vgi(xk)'z< 0, / G li>. (6.56)

Тогда:

1) условия Куна-Таккера (4.20), (4.21) тогда и только тогда

выполняются в точке хк, когда о(хк,0) = 0;
2) если для е > 0 точка х* удовлетворяет неравенству о(хк, е) < 0,

то zk - подходящее направление.
Доказательство 1. Покажем, что неравенство о(хк, 0) < 0

имеет место тогда и только тогда, когда условия Куна — Таккера (4.20),
(4.21) не выполняются в точке х . Соотношение о(хк9 0) < 0 означает,
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что система

Vf(xk)'z< О,

V*,. (ре")' z < 0, / € /24**), (6.57)
?*,(**)'*< О, /е /£<**),

имеет решение. Если выполнено условие R3, то (6.S7) имеет решение
тогда и только тогда, когда система

Vf(xk)'z< О,

Vgl(xk)'z<0, iei0(xk),*v,„n ,«,.,_*, (6-58)

разрешима, что мы сейчас и покажем.

Пусть z -

решение (6.56), a z — решение (6.58). Тогда z = 7 + /if, где

( V/(x*)'zl
/i> max{0,

—■

TT^r» будет решением (6.57). Обратно, любое решение
I -V/(oT) z)

системы (6.57) будет, очевидно, и решением (6.58). По теореме Фаркаша
(теорема 2.43) система (6.58) разрешима тогда и только тогда, когда

система

V/(jc*) + 2
к V*, (хк)у{ = О,

/е/0<* ) (659)

У{ > о, i e /0(**),
не имеет решения, а эта система эквивалентна системе условий Куна - Так-

кера (4.20), (4.21).
2. Из а(хк9 е) < 0 по теореме 6.9 получаем а(хк, 0) < 0. Поэтому

существует решение zk системы (6.57). Как и в доказательстве теоремы 4.7,
можно отыскать число/1> 0 такое,чтохк + jlzk GG. В силу Vf(xk)'zk< 0

найдется тогда число Д, для которого f(xk + /xz*) < f(xk) при 0</i<

<Д < /Г. Следовательно,z^ - подходящее направление.

Сформулируем следующий алгоритм метода возможных направлений.
Шаг 0. Выбратьеi > 0и (достаточно большое) tj>0.
Шаг 1.Определить дг1 € G. Положить к: = 1.

Ш а г 2. Вычислить а*
= а(хк, €*) и z* как решение задачи Pjf *.

Шаг 3. Если о(х к, ек) = 0, то перейти к шагу 5, иначе перейти к шагу 4.

Шаг 4.Положить

f ek9 если ак< -ек,

I ек129 если ак> -ек,

и перейти к шагу 6.

Ш а г 5. Если а(хк, 0) = 0, то положить Jc = xk и остановиться. В

противном случае положить ек
-

е^: /2 и перейти к шагу 2.

Ш а г 6. Вычислить/i^ = тах{д : дг* + az* е (7, а€ [0,д]; д< tj}.
Ш а г 7. Вычислить число \к, удовлетворяющее условию

/(** + \kzk)= min /(** + \zk).
\^\0,цк)

Шаг 8. Положить х*
+ 1

= х* + A^z*, fc:= A: + 1 и перейти к шагу 2.

Замечания 1. Теорема 6.10 обосновывает следующее
существенное свойство методов возможных направлений. Если Рне является задачей
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выпуклого программирования, то последовательность итерационных
точек сходится, вообще говоря, лишь к точке, удовлетворяющей условиям
Куна - Таккера (4.20), (4.21).

2. Для обеспечения сходимости метода при нахождении подходящего

направления вместо активных ограничений в задаче /*£,*, должны

учитываться е-активные ограничения (см. также [56, 69, 101]). Но так как

о(хк, е) = 0 согласно теоремам 6.9 и 6.10 не является достаточным

требованием для выполнения условий Куна- Таккера (4.20), (4.21) в точке

хк, то для этого случая должна быть добавлена проверка соотношения

а(х*,0)=0.
Обратимся теперь к исследованию сходимости метода, при этом будем

следовать, в основном, работе [47].
Прежде всего выделим два случая.

Случай 1. Алгоритм после конечного числа шагов останавливается

на шаге 5. Тогда по теореме 6.6, если имеет место условие регулярности Л3,

то в точке х выполнены условия Куна — Таккера.
Случай 2. Алгоритм вырабатывает бесконечные последовательности

<**},<**>. К), {«*}■
Остановимся подробнее на этом случае.

Для того чтобы гарантировать существование предельной точки

последовательности {х к) , потребуем выполнение условия V: существует
компактное множество М такое, что { хк ) СМ.

Согласно шагу 7 алгоритма для к = 1, 2,... справедливо f(xk+l)<
< f(xk). В силу условия V найдется бесконечное множество номеров К',
для которого lim xk§ = х. Тогда из свойств непрерывности функции /

к' -*оо

k'GK'

и монотонности последовательности {/ (хк )} получаем

lim /(**') = lim/(**) = /(*). (6.60)

*'е К'

Основная часть доказательства сходимости состоит в том, чтобы

показать, что на шаге 4 случай — е к
< ок <0 встречается бесконечное число

раз (т.е. для некоторого бесконечного множества номеров К).
Действительно, тогда lim ек

= 0, а тем самым и lim ок
= 0.

к -* оо к -+ оо

к€=К *е К

Теорема 6.11. Пусть {хк}, {zk}, {ok}, {ек} -последовательности,

порожденные алгоритмом возможных направлений. Тогда

lim ek
= 0, (6.61)

к -* оо

и существует бесконечное множество номеров К такое, что

lim ak
= 0. (6.62)

k -* °°

*е К

Доказательство. Согласно шагам 4 и 5 последовательность

{ек} монотонно убывает и ограничена снизу. Допустим, что (6.61) не

выполняется. Тогда lim ек = е > 0 ив соответствии с шагом 4 найдется
к — о*»
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число к0 такое, что ок <-ек при к > к0 и ек
= €. Пусть х -

произвольная предельная точка последовательности {хк}. В силу z* G С и

компактности С существует бесконечное множество номеров К"С К' такое, что

lim zk" =
z и lim xk" = Jc, к" G К". Предположим вначале, что

Л" -� во *"-*"•
Л

/0 (х) Ф1,п рассмотрим два случая.

Случай 1: / G /0 (х). Так как hm хк = х, а функции #,-, i G /,
к
"
— °°

непрерывны, то существует число /г(/, е) такое, что для fc" > k(i, е),
fc"G #", выполняется неравенство -€ <£/(**' ) < 0, т.е. i € /* (х* ).'
Положим к(е) = max fc(i, е). Тогда для к"> к(е), к"€ К" , и

/ G /0(дг) имеем / G/* (х* ), а с учетом неравенства ок" <
—

ек>>
ivpn к" > к0 получаем /о(*) £/$(** ) = /€ м(**")'Для *"^*i =

= max{fc0, k(e)}. Поскольку (аЛ, z ) является решением задачи Р\,к> т0

для /:" > *i, *" G Я" , получим

V*,(**'Y**''<<V <-е,., = -6, /6/v/')2'oW.
Отсюда следует

V/(x)'z < -€, V*,(x)'z < -g, i G /0(x). (6.64)

Для каждого fc
"

> kx, A:" G #",определим a^„ как максимальное число

из интервала [0,1], для которого

V/(Jf*M+az*'Vz*"<-?/2 VaG [0, fifc„],
^

V^C**"* az*")'**"< -e/2 VaG [O.or], /€/0(х).

В силу (6.64) и непрерывной дифференцируемости / и gf, / G /,
выполняется a

£"
> 0. Более того, мы покажем, что у

= inf a*" > 0. Допус-

тим, 7 = 0. Тогда существует бесконечное множество номеров К'" СК"

такое, что lim <*k"'= 0, k'" E #'". Без ограничения общности можно

к'" -*■ «>

считать, что ак"' < 1 для к"' Е К "'.Тогда для к"' ЕК'" имеем

max {Vf(xk'" + a.,„z*'")V

,*
'"

j. ~ .**"V *ь'"л\ -

е

max [**,(** + <*,,„** )'** ]}=--.
tei0(x) 2

Отсюда следует
Л

max{V/(x)'z, max
a [V*, (*)'$]) = - 1 > - £ ,

/e/0<S) 2

что противоречит (6.64). Поэтому )>0и в силу (6.65) для кп> к\>
к G л , имеем

V /(**" + az*")V"< -e/2,
.„ . ... А (6.66)

Vgt(xk + az* )'z* < - £ VaG [0, 7].
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Применяя теорему о среднем значении и неравенства (6.66), получим
соотношения

f{x
к" + azk") = /(**")+<* Vf{xk" + e o<*zk")' zk" < f(x *")- ae/2,

/G/0(x), (6.67)

справедливые для всех aG [0,7], любого k"> kl9 к" € К", к

некоторых 0О,0, е (0,1),/ел/0(£).
С л у ч а й 2: i' £ /0 (*). Для некоторых е,- >0имеем^Дх) = -2е( < 0.

Пусть €"— наименьшее из чисел €f.. Тогда

Si (х) < -2е для всех i ф /0 (х). (6.68)

Так как функции gt, / G /, непрерывны, то существует число 6 > 0 такое,

чтояДх + az) <е для всех a G [0,5] и i £ /(>(*)•
В силу соотношений lim х

*" ='Jc и lim z* =
z найдется число

кг = кг (б) такое, что для любого a Е [0,5] и к"> к2, к" ЕК",
выполняется

*,(**" + az*") < -ё/2 V/ ф /0(jc). (6.69)

Из (6.67) и (6.69) следует, что для /0 (х) =£/ справедливо jc* + 0z* G С

для всех 0G [О, Д] и к"> *, к"G #", где 0 = min{7, 5, т?} и £ =

= тах{^1Д2}.Л
В случае /о(*) = / соотношения (6.67) выполняются для к = кх и 0 =

= min{7, 17}.
В соответствии с шагом 6 цк» >. 0 > 0 для *" > A:, A:" G #

"

, и с учетом
шага 7 и (6.67) получаем

/(**" +

1) </(**" + /***")</(**")- 0б/2 (6.70)

для Л:"> Л, *"G К ".

Последнее же противоречит сходимости последовательности {f(xk )},
которая гарантируется соотношением (6.60). Таким образом, исходное

допущение неверно и выполняется (6.61). Тогда согласно шагу 4

существует бесконечное множество индексов К такое, что 0 > ак > -ек для
всех к G К. Отсюда в силу равенства lim 6^

= 0 справедливо (6.62).
к -юо

*е К

Целям подготовки доказательства сходимости служит следующая

теорема.

Теорема 6.12. Пусть К' - бесконечное множество номеров такое,
что

lim xk'=xGG, a(jc,0)<0.

Тогда существуют числа е>0 и къ = fc3(e), для которых

o(;c*',e)<-a(jc,0)<0 (6.71)
2

при eG[0,e], k'>k3, k'GK'.
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Доказательство. 1. Покажем вначале, что

а) для любого е>0 существует число кА(е) такое, что /*(** )С70(*)
для к'>к4(е), к'еК'\

б) существует число е, при котором I€(xk )С70(х) для еЕ[0,е], k'>
>к4(е), k'GK'.

Пусть €>0. Так как в случае 1€(х) = 1 утверждение а) очевидно, то

будем считать, что 1Ф1€(х). Для i£ I€(x) выполняется gf(x)<-€ и% в

силу непрерывности £,-,/£ 7, существует число k4(i, e) такое,что£,-(** )<
<-е для k'>k4{i,e). Если положим кл(е)= max fc40\ е)> то будем

iGAJe(*)
иметь gi(xk )<-€ для всех fc'>fc4(e), k'GK', и /£ 7е(х).
Следовательно, /£ 7е(х* ) для к'>к*(е), /г'€/С', и тем самым (а) выполнено.

Далее, из определения непосредственно вытекает 1о(х)С1€(х). Для
i$. I0(x)y 10(х)Ф1, выберем ? также, как в доказательстве

теоремы 6.11, и получим gj(x)= -2e. Поэтому в силу определения множества

Ie(x) = {i: - €<gj(x)} имеем i£ I€(x) для е€[0,ё], а это означает, что

/о(*) = 4(*) VeG[0,e]. (6.72)

В случае 70(х) = 7 соотношение (6.72) справедливо, очевидно, для
произвольного е>0. Из (6.72) и а) следует б).

2. Пусть теперь о(х, 0)<0. Определим функцию

д(х)= minA max{V/(x)\ z, max [V£/(x)fz]} , (6.73)
zGcnc0 /e/^(i)

где

Co = {z: Vft(jc)'z<0, /G/^(jc)} . (6.74)

Для х = х имеем o(x) = o(x,0)< 0. Функция а непрерывна по x.

Поэтому существует число ks такое, что

5(хк')<—a(x) = -a(;c,0)<0 VA:'>Ars, k'eK'. (6.75)
2 2

Л

Из б) следует С€ 2С0, и согласно (6.73), (6.74) и (6.54), (6.55)
получаем

а(х*',е)<а(х*') VeG[0,e], Vk'>k4(e)y k'eK'. (6.76)

При k3 = max {fc4(e),fc5} утверждение теоремы следует из (6.75) и (6.76).
Применяя предыдущие теоремы, можно доказать теперь следующее

свойство сформулированного выше алгоритма.

Теорема 6.13. Пусть последовательности {хк} , {zk} , {ок} , {е*}
порождены алгоритмом возможных направлений и выполнены условия
V и R3. Справедливы следующие утверждения.

1) Существует бесконечное множество номеров Кх, для которого
имеет мест lim xk =Jc. В точке х выполняются условия Куна - Такке-

ра (4.20),.(4.21).
2) Если функция f псевдовыпукла, а £,-,/€ 7, квазивыпуклы, то

любая предельная точка последовательности {хк} является решением

задачи Р.
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Доказательство. 1. По теореме 6.11 найдется множество

номеров К такое, что lim ok
= 0. В силу условия V существует бесконечное

к<=К

множество номеров Кх С К, для которого lim xk =x и lim ek =0. До-

k^Kl *еХ,
пустим, что в точке х не выполнены условия Куна - Таккера. Тогда по

теореме 6.10 а(х,0)<0 и согласно теореме 6.12 существуют числа к3 и

е>0 такие, что

о(хк,е)<-о(£90)<0 veG[0,e], k>k3i *€*,. (6.77)
2

В силу (6.61) должно найтись число к6 >къ, при котором ек<ё для

всех к>к6, кЕК\. Таким образом, из (6.77) получаем ok
= o(xk ,e*)<

1 а

<—а(х,0)<0 для k>k6i keKx.
2
Последнее противоречит соотношению (6.62). Следовательно, в

точке х условия Куна-Таккера (4.20), (4.21) выполняются.

2. По теореме 4.26 выполнения условий Куна - Таккера в

предположениях второго утверждения доказываемой теоремы достаточно для того,

чтобы х было решением задачи Р. Пусть теперь х - произвольная
предельная точка последовательности {хк} . Тогда найдется множество

номеров К2 такое, что lim xk =x. В силу (6.60)
к-оо

к€=К2

/(£)= lim /(**)= lim /(**)= lim /(**)=/(£).
k-+<*> k-*<*> k-*oo

k^K2 k&Kx
л

Поэтому и точка х будет решением задачи Р.

Пример 6.9. Решим с помощью заданного алгоритма следующую невыпуклую

задачу (рис. 6.21):

min {fix) = u, + 4)2 + (х2 ^l)2:x€=G} ,

где G'={x6RJ: £,(*) = х? -3,5*, < 0, *,(*)=*, - (х, - З)2 + 2,2 < 0, £э(х) =

=

-jc, +x2 -6<0, g4(x):
=

*, -2х2 + 1,5 <0) .

В качестве начальной точки выберем дг1 = (0, 3/2)'. Данные о ходе решения

содержатся в табл. 6.4.

В точке х = х4 выполнены условия Куна - Таккера (4.20), (4.21), поскольку
а(дг4,0) = 0. Точка х здесь является одновременно решением поставленной задачи
(см. рис. 6.21).

Теперь остановимся детально на других методах возможных

направлений.

Зойтендейк привел в работе [87] метод возможных направлений,
который для нахождения допустимого направления использует решение

zk, ok
= o(xk, e) следующей задачи:

Plk-min {o:Vf(xk)'z<o, Vgi(xk)'z +*,(**)< a, ieiN€(xk);.
Vgi(xk)'z+gi(xk)<0, ieiL€(xk); zGC).

Yi 15. K.-X. Эльстер 225
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Рис. 6.21.

Соответствующий алгоритм выглядит так:

Ш а г 0. Выбрать е > 0 и (достаточно большое) г\ > 0.

Шаг 1. Определить xl GG и положить к= 1.

Шаг 2. Вычислить ок = о(хк,е) и z* как решение задачи Р\к.
Шаг 3. Если ок=0, то положить х=хк и остановиться. В противном

случае перейти к шагу 4.

Ш а г 4. Вычислить

цк =тах{д: хк +azk €6\ oG [0,д]; д<т}}.

Шаг 5. Определить Х^ из условия

f(xk + \kzk) = min f{xk + \zk).
\e[o,/i*I

Ш а г 6. Положить xk+l = jc* + \kzk, k:= к + 1 и перейти к шагу 2.

В этом алгоритме е > 0 остается постоянным. Можно показать ([47,
69]), что при выполнении V и Д3 в любой предельной точке х

последовательности {хк} , порождаемой последним алгоритмом,
справедливы условия Куна — Таккера.

Справедлива следующая теорема, аналогичная теореме 6.10

Теорема 6.10'. Пусть в точке хк выполнено условие регулярности

R3 и е > 0 произвольно. Имеют место следующие утверждения.
1) Условия Куна - Таккера (4.20), (4.21) выполняются в точке хк

тогда и только тогда, когда для задачи Pi k ok
= o(xk, e) = 0.

2) Если ok < 0, то zk является подходящим направлением.
Как уже упоминалось в § 6.4, разработаны методы возможных

направлений, в которых для определения подходящего направления не

требуется решение оптимизационной задачи.

Метод приведенных градиентов для задачи Р с IN = ф может быть

истолкован как частный случай описанного метода возможных направлений,
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в котором множество С задается с помощью эллипсоидной нормы и

последняя может меняться в ходе итерационного процесса.
Пусть имеется задача Р с IN = ф следующего вида:

min{/(x): Ах-Ь<0},
где А - матрица размера т X п, г(Л) = л и функция /: R" ->R

непрерывно дифференцируема.
Векторы-строки матрицы А обозначим через *а, i £ / = {1, . . .

,
т V

Чтобы исключить вырожденный случай, мы предположим, что векторы

la, i Е I€ (хк), линейно независимы, так что | /е (хк) | < л. Дополним

векторы '«,/€ I€lr(*k) Другими (л - | /6 (хк)\ ) строками *а из А до

'*. tei€k(?c*y
невырожденной матрицы

В

'a, ieik

raeIkQI\I€k(x*).
Если выбрать С = { z Е Rn: z'В*Bz < 1} , то задаче Р\ к определения

подходящего направления zk будет соответствовать задача

Pl€,k-min{vf(xk)'z: toz<0, i€/e (**), z'B'Bz<\).

Решение Pl€tk может быть указано явно [30]. Для этого рассмотрим

"приведенный" к базису В градиент функции /:

/</}, 'е/ел(дг*)\

Полагая w = (|| (dl)*\\
2 + || d2\\ 2)1'2, (</')� = max { 0, d\} , i € /ejk(**),

получим для w > 0 подходящее направление

В случае w
= 0 в точке дг* выполняются условия Куна - Таккера.

В работе [30] предложена модификация метода приведенных

градиентов, которая позволяет надеяться на более высокую эффективность.
Обобщение метода на случай нелинейных ограничений можно найти в

книге [51].

6.6. Методы штрафов и барьеров

6.6.1. Предварительное замечание. В этом параграфе мы

рассматриваем задачу

P:min{f(x): xeGQR" },

где/: R" -»R - непрерывная функция.
В основе метода штрафов (метода штрафных функций), а равно и

метода барьеров (метода барьерных функций), лежит идея, состоящая
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в замене исходной задачи Р последовательностью \Нк) вспомогательных

задач без ограничений (см. § 6.4). При этом целевые функции
вспомогательных задач выбираются таким образом, чтобы решения хк задач

Нк сходились при к -* °° к решению х° задачи Р. Для решения
вспомогательных задач привлекаются методы решения задач без ограничений
(см § 6.6.2). Правда, в некоторых случаях оказывается выгодным часть

ограничений, определяющих допустимое множество задачи Р, сохранить
в процессе образования вспомогательных задач. Это касается, в частности,

граничных значений для переменных Xj или, вообще, линейных

ограничений, которые определяют, например, множество GL DC. Поэтому мы

выберем следующее представление допустимой области:

Тогда соответствующие вспомогательные задачи примут вид

Нк min {Fk(x): хЕС^ CRn) . (6.79)

При этом не исключается случай GL =RW.
6.6.2. Метод штрафов. В этом классе методов нарушение (части)

ограничений карается "штрафами", причем эти штрафы увеличиваются с

ростом номера к. Для вспомогательных задач Ик определим

Fk(x) = F(x;rk)~f(pc) + rkS(x), (6.80)

S- R"->R -

непрерывная функция, (6.81)

S(x)> 0 для x$GN, S(x)=0 для х G GN. (6.82)

От последовательности {гк} потребуем, чтобы

гк + \ >гк>°> *=1,2,..., (б.Ъ)
lim rk

= oo. (6.84)

Для применения метода штрафов существенно предположение о

существовании решений хк у вспомогательных задач Нк, т.е. выполнение

равенства

Р(хк',гк)= min F(x;rk). (6.85)
xecL

Достаточное для этого условие содержит следующая теорема.

Теорема 6.14. Пусть множество GL CR" замкнуто. Если

существует вектор z G GN такой, что множество

A={xGGL: f(x)<№) (6.86)
компактно, то задачи Иk имеют решения хк (к = 1,2,...).
Доказательство. В силу (6.82) и (6.83) для любого к = 1,2, . . .

имеет место соотношение

Ak = {xeRn:f(x) + rkS(x)<f(z))CA.
Следовательно, Л* ограничено. Покажем, что Л* также замкнуто. С этой

целью рассмотрим последовательность { х1 } QAk такую, что х1 -+у при
/ -><». Тогда имеем f(xl) + rkS(x!) </(z). Так как функции/ и S непре-
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рывны, то получаем

F(y;rk)= lim F(x*\rk)<f(z).

Поскольку множество GL замкнуто, ползаем у G Ак. Таким образом,

Л* компактно и справедливо равенство

inf F(x;rk) = inf F(x;rk) = F(xk\rk).

Применяя специальный критерии окончания счета (см. теорему 6.19),
мы получаем следующий алгоритм.
Шаг 0. Задать явно или с помощью рекуррентного правила

последовательность {г к } в соответствии с (6.83), (6.84). Найти*1
G(7L.Положить к = 1.

Шаг 1. Положить г =гк.
Ш а г 2. Вычислить хк из условия

F(xk; г) = min F(x; r).
xzgl

Шаг З.Если выполнен критерий окончания счета, то остановиться.

В противном случае положить к: = к + 1 и перейти к шагу 1.

Непосредственно из структуры целевой функции F(x;rk)
вспомогательной задачи Нк вытекает следующее утверждение.

Теорема 6.15. Пусть { хк ) - последовательность решений
вспомогательных задач Нк, порождаемая методом штрафов согласно (6.85),
и f(x°) -оптимальное значение задачи Р. Справедливы соотношения

1) F(xk;rk)<J?(xk+x'9rk + l), *=1,2,...; (6.87)

2)/(**)</<**м), *=1,2,...; (6.88)

3) /(**)< F(^;^)</(x°), *= 1,2,... (6.89)

Доказательство. 1. Для к = 1,2,.. .имеем

F(xk9rk)=f(xk) + rks(xk)<f(xk+*) + rks(xk
+
*)<

<f(xk") + rk + xS(xk")= F(xk +

i;rk,y).
2. Для к= 1,2,... справедливы неравенства

/(**) + rkS{xk) </(** + ') + rkS(xk *'),

Ддс* + ,) + ^ + ,5(дс*
+ >) </(**) + rk + ,5(х*).

Отсюда следует

(\--^\f(xk)<(\ - -^A-W+i),

т.е. (6.88).
3. Из (6.82), (6.83) и (6.85) для it = 1,2,... имеем

f(xk)<f(xk) + rkS(xk)<f(x°) + rkS(x0)=f(x°).
Оптимальное значение f(x°) задачи Р является, таким образом,

верхней оценкой для неубывающих последовательностей {/(**)} и { F(xk\rk)}.
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Если итерационная точка хк допустима в задаче Р, то хк

одновременно решает и Р. В этом случае метод может остановиться уже через

конечное число шагов.

Теорема 6.16. Пусть { хк} - порождаемая методом штрафов в

соответствии с (6.85) последовательность решений задач Нк. Любая
предельная точка последовательности {хк} есть решение задачи Р.

Доказательство. Пусть {xki) - сходящаяся

подпоследовательность из {хк} и у € GL - ее предел. Если мы покажем, что .у GGNd
П(7^,товсилу (6.89)

т.е.у
-

решение задачи Р.

Согласно (6.87) последовательность [F(xki; гк.)} монотонно

возрастает. Так как она к тому же ограничена сверху 'значением /(х°), то

ton F(xkr,rk.) = b<f(x°). (6.90)

Из непрерывности функции/ следует, что

ton f(xki)=f(y). (6.91)
к 1

-* °°

В силу (6.90) и (6.91) имеем

lim F(xki\rk)~ lim /(**/)= lim rk.S(xki) = 6 -f(y). (6.92)
*-~

'

*rm kr~
'

Учитывая, что S(xki) > 0 V / = 1,2, . . . и гк. ->«>, из (6.92) получаем

lim S(xki) = 0.

kj-+
°°

Тогда из непрерывности функции 5 следует S(y) = 0. В силу (6.82)
у е GN П GL.

Согласно теоремам 6.15 и 6.16 последовательности (fix )} и

{ F(xk\ г*)}монотонно сходятся к f(x°) при*-»00.
Если множество GN задано в виде

^ = {^R": g§(x)<09 iei } ,

где gt: Rn -> R -

непрерывные функции, то в качестве реализаций для

функции S можно взять, например, следующие:

1) S(x)= max { 0,*,(x)}, (6.93)

m

2) S(x) = 2 sfe,^)), (6.94)
/ = !

где

s(r) = 0, r<0, s(r)>0, r>0, (6.95)

s : R ->R — непрерывная функция. (6.96)
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В качестве примера функции s можно привести

«(О «('У, р>1-

6.63. Метод штрафов для задач выпуклого программирования. Любая

допустимая точка задачи Р определяет верхнюю оценку для оптимального

значения /(х°). Если задача Р вьшуклая, то удается простым способом

последовательности { хк} , порожденной методом штрафов, поставить

в соответствие последовательность {zк } допустимых для Р точек

таких, что lim f(z k) =f(x° ).
к -*- в©

Предположим, что GN = { х € Rw: gt(x) < О, /G I),gt - вьшуклые

функции, / Е / и существует точка х € GL удовлетворяющая
неравенствам gt(x) < О V/ Е /. Далее, положим

zk =

а^х + (1 - ак)хк, аке [0,1), (6.97)

где ак
— наименьшее из чисел а, являющихся решением неравенства

а*Дх) +О-<*)*/(**)< 0, te%

т.е.

I max

(6.98)
(О, если ^=0,

где

1к = {/€/: *,(х*)>0}. (6.99)

Очевидно, что z* является допустимой в задаче Р точкой для к = 1,2,...,
поскольку z*GGL ив силу выпуклости g{, /€E /, имеют место неравенства

^(z*)<a^(x) + (l-a^(jc*)<0, /€/.

Пусть теперь точка ^
-

предел сходящейся подпоследовательности

{xki } «выделенной из полученной с помощью метода штрафов
последовательности {**} . По теореме 6Л6уе GN О GL и/(у) = /(х°). Из (6.98)
в силу непрерывности функций g{ тотчас следует ак. ->0 при kj ->°°. Тем

самым получаем f(xkt) -*f(y) при *. -*«>
. Следовательно, справедлива

следующая теорема.
Теорема 6.17. Пусть g{- выпуклые функции, i €I,a {xk} и {z*}-

последовательности, порождаемые методом штрафов согласно (6.97),
(6.98), (6.99). Тогда

\)f(xk)<F(xk;rk)<f(x°)<f(zkl *МД,..., (6.100)

2) для любой сходящейся подпоследовательности { xki } из { хк)

lim /(**')= lim /(z*') = /(х°).

Накладывая дополнительные ограничения на условия задачи, можем

охарактеризовать сходимость метода штрафов следующим образом.
Теорема 6.18. Пусть множество GNCiGL компактно, GL выпукло

и замкнуто, функции gu i€/, выпуклы, F(x; rk) выпукла по х. Предпо-
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ложим, что существует точка ~х Е GL, для которой выполняется gt(x) < О

V/ 6 /. Тогда для любого 6 > О найдется число г(Ь) такое, что при

rk >г(6) функция F(x\ rk) достигает минимума на GL в некоторой
точке из множества G%CiGL, где G% = {xGR": £,(*)< 6, /Е/}.
Доказательство. Пусть 6 - произвольное положительное число.

Функция g: GL-+R вида g(x) = maxg/(x) выпукла и непрерывна на зам-

кнутом множестве GL. По условию множество G = GN П GL = { х G R":

^(дс)<0} компактно. Следовательно, по теореме 2.87 компактно и

множество {* € R": g(x) < 5} = Cw П GL. Множество 6% = {jcGR": g(x) = б}

замкнуто, и в силу 8% С G% будет компактно и множество G& П 6^.
Отсюда имеем

F(x,rk)> min {/(jc) + r*S(x)} >/(*») + r*S(*2), (6.101)

где f(xl) = min /(х), S(x2) = min S(x). Так как G%nGN =

x&G%nGL xSG%nGL

\f(x)-f(xl)\
= 0, то 5(дг) > 0, и если rk > г(б) = -

, то

F(x; rk)= f(xl)+rkS(pc2)>f(x) - F(*;rfc).

Таким образом, при rk >r(b) получаем

F(x; rk)>F(x: rk) VxEG% n GL.

Для любой точки xEkGi\G^ относительная внутренность отрезка
= л •

[х, х] пересекает множество G%C\GL. Следовательно, для каждого

JcGGL\ G% существует число 0€ (0, 1) такое, что х = fix + (1 - р)х Е

G(7^nGL. Так как ^(jc; г*) выпукла относительно х, то для rk > г(д)
получаем

• F(x; rfc)<F(*;r*)<0F(x; rfc) + (1 -0)F(x;rk) V*GGL\G&,

F(x,rk)<F(x;rk) YSeG\G%. (6.102)

Из компактности множества GJv П GL вытекает существование точки

xk G Сдг П <7L, для которой

F(xk\ rk)<F(x; rk) \XeG6wnGL. (6.103)

При х=х из (6.103) и (6.102) следует существование числа г(б) и точки

х kG (7дг П GL таких, что для г* > г(6) справедливо неравенство

^;гЛ)</г(дг;г*) VxGGL.

Теорема 6.18 позволяет дать оценку, которая может служить

обоснованием для выбора критерия окончания счета в алгоритме штрафных
функций.
Теорема 6.19. Пусть выполнены условия теоремы 6.18 и точка zk

выбрана согласно (6.97)-(6.99). Тогда для любого е>0 найдется число

234



r0(e) такое, что для всех к, при которых rk>r0(e), выполняется

соотношение

0<f(zk) -/(**)< е.

Доказательство. Так как функция /: R" -* R выпукла, то из

(6.97) следует

f(zk) <akf(x) + (l-ak)f(xk)

и, с учетом (6.100),

0</(z*)-/(**) < (Л*)-/(**))<**• (6.104)

Для rk >г(5) по теореме 6.15 имеем х &G% П (7L» т.е. £,(**) < 6 V/ EL

Полагая у= min{ —£/(х)} , получим для ак оценку
/e/fc

*к < 5/(7 + 6) (6.105)

для всех к, при которых гк>г(д).
Так как множество (7& П GL компактно, а функций / непрерывна,

то найдется число К такое, что

\f(x)-f(x)\<K VxGG6NnGL.. (6.106)

Таким образом, из (6.104), (6.105), (6.106) при е = К8/(у + Ь) следует
что 0<f(zk) -/(**) <е для всех К при которых гк >г(5).

Полагая b=eyl(K-e) и г0(е) = г(еу/(А: - е)),получаем утверждение

теоремы.
*

Замечание. В случае S(x) = max {0, g((x)} можно выбрать г0(е) =

= К2/еу> Так как 5(х) = 5 VxEGx <^GL, то 5(jc2) = 5, и поэтому

,*>
1Я*)-Я*')1

^
* *(*-*) а2

Г(6)= ^
<

Т"
= < — = Г0(€).

S(x ) 5 67 е7

6.6.4. Метод барьеров. В методе барьеров целевые функции Fk
вспомогательных задач Нк выбираются таким образом, чтобы решения Нк всегда

лежали во внутренности множества G (см. рис. 6.19). Метод барьеров
называют также методом внутреннего штрафа в противоположность

рассмотренному в пп. 6.6.2 и 6.6.3 методу внешнего штрафа.
Для вспомогательных задач Нк предположим, что

Fk(x) = F(x\qk) = f(x) + qkB(x), (6.107)

функция В: £?-*R, QQRn, непрерывна на множестве "точек Слейтера"

G<={xeQ: *,(*)< 0, /е/), (6.108)

lim B(xk) = °° для любой последовательности {xk} CG< такой, что

xk-+yeG\G<, \\у\\<<*>. (6.109)

От последовательности {qk} потребуем, чтобы

Як>Як + \>0 для *= 1, 2,..., (6.110)

lim qk = 0. (6.111)

16* 235



Утверждение о существовании решений хк вспомогательной задачи

Нк: m\n{f(x) + qkB(x): xGG<nGL) (6.112)

содержит следующая теорема.

Теорема 6.20. Пусть множество G^ П GL компактно и G< ^GL¥^
Фф. Тогда для задач Нк существуют решения хк, т.е.

F(xk\ </*) = min F{x- qk). (6.113)
x&G<nGL

Доказательство. Пусть х Е GK П^ - произвольный
фиксированный вектор. Определим

Мк= {xGRn: XeG<nGL, F(x;qk)<F(x; qk)) . (6.114)

Для доказательства теоремы достаточно показать, что множество Мк
компактно.

Так как Мк QGN П GL, то Мк ограничено. Поэтому остается

удостовериться в замкнутости Мк. Пусть последовательность {х1} С Мк
сходится к у. Тогда F(xl; qk)<F(x; qk) и

F(y;qk)= lim F(x'; qk) < F(x; qk). (6.115)

Поскольку множество GN П GL компактно, то yEGNCiGL. Если

допустить, что yEGN\ G<, то вследствие (6.109) получим lim B(x!) = °°,
/-оо

а это противоречит (6.115). Отсюда следует yEG<CiGL и, в силу (6.115),
у€.Мк. Таким образом,

inf F(x\ qk) = inf F(x; qk)= F(xk; qk).
xGG<OGL *eAf*

Алгоритм метода барьеров соответствует по своей структуре алгоритму

метода штрафов.
В последующих двух теоремах обсуждается сходимость метода барьеров.
Теорема 6.21. Пусть {хк} - последовательность, порождаемая

методом барьеров. Тогда

f(xk) > /(x*+1) > f(x°), *=1, 2,... (6.116)

Если дополнительно к свойствам (6.108) и (6.109) выполняется условие

В(х) > 0 VxGG<, (6.117)
то

F(xk;qk)> F(xk+l;qk+ll A:=l, 2 (6.118)

F(xk;qk)>f(xk)>f(x°). (6.119)

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теоремы 6.15.

Чтобы обеспечить сходимость метода барьеров, введем дополнительное

условие регулярности

inf /(*)= min f{x). (6.120)
xeG<nGL *eGNncL

Это условие выполняется не всегда.
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Пример 6.10. Для задачи (рис. 6.22)

min {-х, : g(xx) < 0, jc, вк},

(дг?
- 1 при х{ < 1,

0 при 1 < jc, < 2,

2дс, -4 при дг, > 2

меем G< = (-\, 1), Сдг = [-1,2|,

^М

inf /(дс1) =

JC,Gt?<
■1, min fix,)^ -2.

Для выполнения условия

регулярности (6.120) достаточно, например,
чтобы (см. [19])

Рис. 6.22.

G<nGL = GNHGL. (6.121)

Теорема 6.22. Пусть последовательность {хк} порождена методом

барьеров согласно (6.113). Предположим, что выполнены условия

теоремы 6.20 и условие регулярности (6.120). Тогда любая предельная точка

последовательности {хк} является решением задачи Р.

Доказательство. Пусть {х */} - сходящаяся к точке^

подпоследовательность из {дг*}. Так как множество GN П GL компактно, то у €

GGNnGL. Согласно (6.113)

ДА Q4) < Fix; qkj) Ух G G< О GL. (6.122)

Поскольку функция В ограничена на множестве G<nGL, то

lim П*; чч) = fix)

и, с учетом (6.122),
Ш F{xk>\ qk.) < f(x) VxeG<n GL. (6.123)

Выделим два случая.

Случай 1: >> G GN\ G<. Тогда в силу (6.109) получаем В(х ') -> °°

при kj -* °° и, таким образом, qkjB{xki) > 0 для достаточно больших kj,
т.е. lim qkiB(xki) > 0.

*/--
'

Случай 2: .у EG . Из непрерывности функции В на множестве (7

и соотношения qk. -+ 0 следует

lim qk/B(xki) = 0.

Итак, в обоих случаях lim qkiB(x 7)>0, а тем самым и

Иш Пхч\ я*,) > lim /(/') = f(y).
kj^°°

'

А-у —*«»

Отсюда и из (6.123) вытекает

№ </(*) VxeG<nGL,
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и, в силу (6.120),

f(y)<f(x) VxecNncL.

Поэтому последовательность {f(x y)} сходится, монотонно убывая к

f(x°). Для соответствующей последовательности {F(xki\ qk.)} это

выполняется лишь в случае В(х)>0 VxEG4^, как было показано в

теореме 6.21.

Если множество GN задано в виде

GN={xeRn: gi(x) < 0, /€/>,
то для функции В можно привести следующие реализации:

1) В(х)= 1——
; (6.124)

max£,(x)

2) В(х)= I *(-*,(*)), (6Л25)

где

функция b: R -* R непрерьтна при Г > 0, (6.126)

Ит Ь(Г)= -к». (6.127)
г-+о

Примеры функции Ь:

Ъ = ЪХ{?) = ГР (р>01 fc = M') = -In/.

6.6.5. Метод барьеров для задач выпуклого программирования. Для
получения оценок погрешности в задачах выпуклого программирования

при Gi = Rn в этом пункте привлекаются теоремы двойственности.
Согласно (5.29) задача, двойственная к задаче

P:min{f(x): xGGN)$ GN = (xGRn: g,(x)<0, /€/},
имеет вид

max{/(x)+ I yigi(x): V/(x) + 2^VftW=0, .v>0>. (6.J28)

Установим связь между методом барьеров и решениями двойственной

задачи (6.128).

Теорема 6.23. Пусть функции ft git i £ /, выпуклы и непрерывно

дифференцируемы, функция F(x; qk) образована в соответствии с

(6.125) —(6.127), при этом функция Ь непрерывно дифференцируема и

-оо < db/dt < 0 (Г>0). (6.129)

Предположим, далее, что последовательность {хк} порождена методом

барьеров, множество GN компактно и С< Ф ф. Справедливы
утверждения.

1) Последовательность {(хк, ук)'), где

db .

, /6/, (6.130)*ш-«*т,
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является последовательностью допустимых в двойственной задаче (6.128)
точек; при этом

f{xk) + I yUi(*k) < f(*°) < /(**)•
/= l

(6.131)

2) Любая предельная точка последовательности {(**, ук)') будет
решением задачи (6.128).
Доказательство 1. Для того чтобы точка хк была решением

задачи (6.112) при GL =КИ, необходимо вьшолнение условия

m db

VxF(xk;qk) = Vf(xk)-qk 2 —

/=i dt
Vg/(x*) = 0.

f =-*,(*")

Если мы выберем ук согласно (6.130), то будем иметь

(6.132)

yf>09 iEI. (6.133)

Поэтому точка (**, ук)' допустима в задаче (6.128). Отсюда с

учетом слабой теоремы двойственности сразу же следует соотношение

(6.131).
2. Пусть х* -

предельная точка последовательности {хк) и lim х ' =

кГ°°
= х*. Для /^/о = {/€/: gj(x*) = Q} иэ^непрерьшности функций git i E /,

и </6Д/г следует

db
-°° < lim —

kj->°o dt

db

"dt

Учитывая, что lim qk. = 0, получим

< 0.

' = -*/(**)

li™ -<?*. — = lim >>,' = 0> i$/S,
7—\ * U-W)' */--

(6.134)

и, таким образом, в силу ограниченности gf(x f) (x > € GNi a GN ком

пактно),

ki|^-А(дс*/)я0, i^/o*.lim (6.135)

Так как функции /,£/,/ £ /, выпуклы и непрерьюно дифференцируемы,
то условие (6.132) необходимо и достаточно для того, чтобы при к = kt
выполнялось

/(*)+ Е *>*,(*)>/(**') + I )>-%(хк1) VxeRn. (6.136)
/е/ /е/
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В силу соотношений (6.129), (6.130) и qk. > 0 имеем у(1 > 0 для

/ ^ /о и всех kj .

Пусть $ = ykJ ( 2 у?I) . Тогда после деления обеих частей нера-

к •
—г'

венства (6.136) на Z >', ' для x = x6G получим
/е/

z м,*'(й(*)-л(* о)а ;1 . (6.137)

Л •

Если допустить, что lim Z у{
' = °°, то из соотношений (6.135) и

lim *,(**>) = 0, /€=/<>*, (6.138)
*Г~

будет вытекать неравенство lim Z ixtfgAx) > 0, а это противоречит

соотношениям ^/(Зс)< 0, ц^>0 V/G/и Z м./ = 1.

Следовательно, lim 2 .у,' < °°, и в силу (6.133) и (6.134) имеем

kj-+°° iei

Urn y*l< oo V/G/0*. (6.139)

Из соотношений (6.138) и (6.139) получаем

Отсюда и из (6.135) следует, что

lim { /(**/) + 2 ЛДдс*0 } = /(*'). (6.140)

По теореме 6.22 /(**) = /(*°) и в силу (6.131) из (6.140) вытекает,

что любая предельная точка последовательности {(**, Ук)'}с ук из

(6.130) является решением двойственной задачи (6.128).
Замечание. Соотношение (6.131) может служить основанием для

критерия окончания счета, так как

2 y?gi(xk)<f(x°)-f(xk)<0.
/е/

В случае b(t) = —In r имеем, в частности,

2к s k\ v» £/V* )
>Y£,(* )= ^ -Як т-

=

-Щ!к-
/е/ /G/ */(**)
6.6.6. Смешанный метод штрафов и барьеров. Методы штрафов и

барьеров могут применяться также сообща в форме "смешанного" метода. Мы

ограничимся кратким описанием данного подхода (см. общее изложение

в работе [27]).
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Пусть допустимое множество задачи Р представимо в виде

G = GBnGsnGLi

где

GB={xERn: gi(x)<0y / = 1,... ,/я,},
Gs={xeRn: gi(x)< 0, i=w, + l,...,m>.
Вспомогательные функции F строятся таким образом, чтобы они были

барьерными относительно множества GB и штрафными относительно С$:

F(x;r*)=/(x) + r*S(x) + ^Ж*)-
Пусть множество G компактно, GB и G5 замкнуты, GB П G$ ^ GL Ф

Ф 0, выполнено условие регулярности

inf /(*) = min /(х),

функция F{x\ rk) непрерывна на GB П GL, функция S обладает

свойствами (6.81) и (6.82) (с заменой GN на G$)> функция В удовлетворяет

условиям (6.108) и (6.109) (с заменой GN и G^j соответственно на GB
и GB ) и {гк} —

строго возрастающая последовательность

положительных чисел. При этих предположениях может быть доказано утверждение,
аналогичное теоремам 6.16 и 6.22.

В заключение приведем следующий пример.

Таблица 6.5

Як

Случай 1

Случай-2

Случай 3

0,1

0,01

0,001

0,0001

0,00001

0,1

0,01

0,001

0,0001

0,00001

10

100

1000

10000

100000

0,685378

0,704638

0,706857

0,707082

0,707104

0,796035

0,715948

0,707982

0,707194

0,707116

1,266645

1,399240

1,412714

1,414068

1,414199

0,1

0,01

0,001

0,0001

0,00001

10

100

1000

10000

100000

0,713012

0,707727

0,707169

0,707113

0,707107

1,451244

1,417950

1,414588

1,414251

1,414217

1,266349

1,401680

1,412963

1,414088

1,414201

Случай 4 10

100

1000

10000

100000

0,652590

0,700882

0,706544

0,707051

0,707101

1,330421

1,406738

1,413339

1,414126

1,414205

241



Пример 6.11 [36). В задаче

max{x2: x = (х, ,x2)'eR*; 2х,-ха>0, 1-х,х, >0}, (6.141)

как легко видеть, максимум достигается в точке х° = {\fTl2% %/?)'. В х° оба

ограничения активны. Последующие четыре случая выбора вспомогательных задач

показывают, каким образом хк приближаются к решению х°, если ограничения

поглощаются штрафными или барьерными функциями. Обозначим зависящие от х, гк и

qk вспомогательные функции через Fk\x). Итерационные точки хк находятся как

решения системы

vF*(x) = 0, к = 1,2,... (6.142)

Случай l:Fk(x) =

х2 +qk\n(2xl - х2) + <7*ln(l - х,х,).Из (6.142) следует

2<7* Якх*

-х?х*
= 0, 1 -

Як ?**Г

2х, - х* ■х*х*

Из

Лш X
|

"""
X* X A

j
•& «

Преобразовывая, получим

x* = 2qkx2kl{2{qk + х*)),

2 (х,*)3 + 5?*(х*)2 - 4х* + 2qk = 0, Лг = 1,2

Случай 2: Fk(x) =

х2
- rk(ndn{0^xt - x7))2 - rk(min{0t\ -х{х2})2

(6.142) после преобразований получим

Зх*
к а

длг»
fXl

4 + (х*)3

-2/*(х*)$ + (х?)4 - 16rk(xf)* + 8(х*)2 + 40/^х* + 16 = 0, Аг = 1, 2,...

Случай 3: Fk(x)=x2+qk\n(2xx - x,) -rk(mm{0,l -x,x2})2. Полагая для

упрощения qk
= l/rk, из (6.142) получим следующее:

2xf-xz-0

,* =

xf(x* + 2<7Л)

**"**

-r*(x*)' »к\*5(х*)4+(гЛ-2<7*)(х*)э-

-8^х* + 2^+«£«0. Лг - 1,2

Случай 4:F*(x) = x2-r/t(min{0,2x1-
- х2})2 + <fyln(l - XjXj). Полагая снова

1

из (6.142) получим

x* = (2-^x^/(2(x*+^)),

Рис. 6.23.

-г*(х*)4 - 3(х*)э + 2qk(x*)2 +

� (Як - 8)х* + 8гЛ = 0, it = 1,2,...

Соответствующие результаты счета для

рассматриваемых четырех случаев

содержатся в табл. 6.5.

Рис. 6.23 иллюстрирует характер

приближения членов последовательности {хк}
к решению х° исходной задачи.
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6.7. Методы секущих плоскостей

Рассмотрим задачу

тт{с'х: xeG), (6.143)

где G = {*€ R": gt(x) < О, /€ /}, / = (1,...,/и), £,: RW->R

-выпуклые функции.
Применение линейной функции в задаче (6.143), как уже отмечалось

в § 6.4, не представляет ограничения общности по сравнению с

постановкой Рх.
Положим

g(x) = max gt(x)9 (6.144)
/е/

DT(xk,yk) = {zeR": (хк -ук)'г>т\\хк -укПгЪ). (6.145)

При выполнении условий

V1: множество G ограничено и содержится в многограннике М{,

V2: в<Фф9 где G<={xeRn: gt(x)< О V/G/h

мы покажем сходимость следующего алгоритма:
Ш а г 0. Заданы М, 2 G и г € (0, 1 ]. Положить к = 1.

Шаг 1. Определить решение хк задачи

PkL:min{c'x: xGMk).
Шаг 2. Если хк Е G, то остановиться. В противном случае выбрать

векторы у
к
€ Mk\G< и z

*
Е д#(.у *) такие, чтобы выполнялось

Э^(/)ПОг(х*,/)^ф.
Ш а г 3. Образовать множества

E<k) = {xeRn: £(**) + (*->>*)'**< О),

Ш а г 4. Положить к:=к + 1 и перейти к шагу 1.

Вырабатываемые данным методом точки хк и соответствующие

многогранники Мк имеют следующие свойства.

Теорема 624. Пусть х° - решение задачи (6.143). Справедливы
утверждения

1) GCMk VfcGN;
2)с'хк<с'х° VkEN.
Доказательство. 1. Пусть х G G. Согласно шагу 2 zk e Э#(>'*),

т.е. £(>>*) + (х - yk)'zk < #(*)• С учетом неравенства g(x) < 0 имеем

g(}'k) + (x~yk)'zk< 0 VfcGN.

Итак, хеЕ(к) V А: е N, и, следовательно, GCE{k) V * е N.

Из определения шага 3 и условия КI следует G С Мк V £ £ N.

2. Второе утверждение непосредственно вытекает из первого.

При доказательстве сходимости метода нам понадобится следующая

теорема.
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Теорема 6.25. ЕслиуеМ1\С<, то O^bg(y).
Доказательство. Для любого z € bg(y) имеем

g(x)>g(y) + (x-y)'z VxER».

Так как у GA/1\G<, то g(y) > О, и поэтому, с одной стороны,

g(x)>(x-y)'z VxGR",

а с другой, в силу условия V2, существует вектор х Е GK такой, что

0>g(x)>(x-y)'z.

Отсюда следует z Ф 0.

При исследовании свойств сходимости метода будем различать два

случая.

Случай 1: после конечного числа шагов алгоритм останавливается
к

на шаге 2 при к = к0, так что х
°
£ G. Тогда по теореме 6.24 имеем

к л к к
с'х °

< с'х , х
°
Е G. Тем самым х °

является решением задачи (6.143).
Случай 2: алгоритм вырабатывает бесконечную последовательность

{хк} и xk$G V*GN.

Этот случай мы подробнее исследуем ниже.

Теорема 6.26. Пусть выполнено условие VI и хк ф G \к € N.

Тогда любая предельная точка у* последовательности {ук } принадлежит

множеству G Если ук =хк V fc E N, то у*- решение задачи (6.143).
Доказательство. Из условия VI следует существование

предельной точки у* последовательности { ук). Пусть {у ;/ — сходящаяся

подпоследовательность из {ук) и Um у !=у*.
кГ~

Допустим, что у* f G. Тогда g(y*) > 0, и вследствие непрерывности

функции g: Rn -> R и сходимости последовательности {ук*} существует

номер /0 такой, что

*(/') > \g(y*) V/>/0. (6.146)

Кроме того, из описания шага 3 следует, что

/'+| G Mkj^\G< С Мких С Мк1ПЬЛк'\
а поэтому

0 >*(/0 + (/'+|-/')'А
Согласно теореме 2.80 субдифференциал функции g является

компактным множеством. Вследствие этого существует число К > 0 такое, что

llz*'ll < К Vzkiebg(yki). Поэтому

0 >g(//)_ |//+i -yki\\.K.
В силу (6.146) имеем

0 > ±g(y*)-Wykl+l -/'ll-A' Vl>!o>
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и, следовательно,

|//+i _//| > g(y*)/(2K)>0 V/ > /0.

Последнее противоречит сходимости последовательности {у 1). Таким

образом, у* EG.

Если ук = дг* Vfc G N, то из второго утверждения теоремы 6.24 сразу
же следует, что у*- решение задачи (6.143).

В общем случае ук Фхк справедлива следующая теорема.

Теорема 6.27. Пусть выполнены условия VI и V2, хкфв VKN
и ук Ф хк VKN. Тогда любая предельная точка х* последовательности

{хк} будет решением задачи (6.143).
Доказательство. Согласно условию VI последовательности

{хк} и {ук} имеют сходящиеся подпоследовательности {х 1} и {у '}
соответственно. Пусть lim х 1=х* и lim у 1=у*. Так как х /+1 €

е Е{к1\ то

о > *(/')+ (**'+'-/')'**' > (**/+1-/'У**1.
Поэтому из разложения

(/' - **'� i)'z*' = (**' -/')'**'-(**'*' -/'У **'

следует неравенство

(x*'-;c*'+i)'z*' > (**'-/')'А (6.147)

Отсюда получаем

llx*'-;c*'+4lllz*'ll > (x*'-jr*'+i)'z*' > (**'-/')'**'•
В силу z lGDT(xkf у ') имеем

(**'-/')'**' > rll;c*'-/'llllz*'ll > 0,

следовательно,

llx*'-;c*'+4lllz*'ll > rll;c*'-/'llllz*'ll
и, с учетом теоремы 6.25,

|jc*'-jc*'+i| > T\\xkl-ykl\\ > 0.

Поскольку {х ' } сходится и г положительно, имеем II дг '
- у /+1И ->

-* 0 при к\ ■+ °°. Таким образом, х* =
у *. В силу теорем 6.26 и 6.24 вектор

х* Е G является решением задачи (6.143).
Предыдущие рассуждения показывают, что при выборе ук = хк свойство

<>g(yk) п&т(хк*Ук) ^Ф выполняется всегда, потому что

DT(xk,xk) = Rn.

В этом частном случае сходимость получается из теоремы 6.26. Поэтому
здесь выполнения условия V2 не требуется.

Напротив, в общем случае ук € Mk\G<, ук Ф хк, условие bg(yk) П

Г) DT(xk, ук) Ф ф при т > 0 необходимо на шаге 2, как это показывает

доказательство теоремы 6.27.
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Теперь возникает вопрос, всегда ли это условие выполнимо на шаге 2.

Покажем, что при подходящем выборе ук Е Mk\G< всегда существует

число г >0 такое, что bg(yk)CDT(xkt ук).
Для этого положим

Gy = { xGR": g(x) < —у < 0; у фиксировано}
и обозначим через C(Gy U {**}) выпуклую оболочку множеств Gy
н{хк}.
Теорема 6.28. Пусть хк ф G,G< Фф и ук eC(G< u{xk})\G< .

Тогда существует число т > 0, для которого

bg{yk) С DT(xk,yk) Ук > 1.

Доказательство. Пусть к > 1 - произвольное натуральное число.

В силу хк f: G и G^ Ф ф для точки ак Е Gy ,удовлетворяющей
неравенству g(x) < -7 < 0, всегда можно выбрать ук так, чтобы выполнялось

ак -ук = -Л±- (ук -хк\ 1 > цк > 0. (6.148)
1 -Д*

Согласно условию К1 найдется число Кх >0 такое, что

1.у*-л*1 < Кь (6.149)

а по теореме 2.80 для функции g существует число К2 > 0, при котором

llz*ll< К2 Vzkebg(yk). (6.150)

Тогда

0< 7< -g(ak)< -g(yk)-(ak -yk)'zk< (yk -ak)'zk.

Отсюда следует, что

ll>>*-<7*llllz*ll . .

f
.

y THE *ин *н
< (Ук -ak)zk,

\\ук - ак\\ \\zK\\

и в силу (6.149) и (6.150)

—— \\yk -e*IIz*l < (/- ак)'гк.
К\К2

Поэтому, применяя (6.148), получаем для т = yl(KlK2) неравенство

(xk-yk)'zk > т\\хк -yk\\\\zk[l.

Таким образом, если zk G dg(yk), то zk £ DT (xk, yk) У к > 1. Так как

dg(},k) Ф 0» окончательно имеем

фФЫук)С DT(xk,yk) Ук > 1.

В зависимости от выбора и конструкции векторов ук и zk из

рассмотренного выше общего метода секущих плоское!ей вытекает ряд

частных методов.
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Если потребовать, чтобы в задаче (6.143) функции gt: Rn -* R, i E /,

были непрерывно дифференцируемы, то zk можно выбирать в виде

zk = 2 Х,7*,(/), 1к = {/€/: *(;>*)=*,(>>*)},
re/*

Х,>0 V/6/*; 2 X, = l.

При этом получаем z* Е dg(j>*). Действительно, в силу выпуклости
функций gf для i Е /^ выполняется

g(x)>gi(x)>gi(yk) + {x-yk)'Vgi{yk). (6.151)

Умножая неравенства (6.151) на X, > 0 и складывая их, с учетом
соотношения Z X, = 1 имеем

g(x) >g()>k)Hx-yk)'l 2 X,V*,(/)] ,

а потому

z* = 2 X,V*,(/)ea*(/).

В методе секущих плоскостей Кэлли [44] шаг 2 модифицируется
следующим образом.
Шаг 2;. Если хк Е 6\ то остановиться. В противном случае выбрать

ук-хк и zk =Vgt{yk) для некоторого /в/*.
Частными примерами метода секущих плоскостей являются методы

Клейбома [45 J и Топкиса [80].
В методе Клейбома выбирается точка дг€ Су , и роль шага 2 выполняет

Шаг 2". Если х Е 6\ то остановиться. В противном случае вычислить

ук = (1 - X*)jc+ Х*дг*, где X* - решение задачи

тах{Х: (1 -\)х +\хк EG, 0<X<l},

и выбрать zk Е bg(yk).
При таком выборе ук гиперплоскости Е^ будут опорными к

множеству G в граничной точке ук. Очевидно, что

ДЧ(1-Х*)5 +X^*GC(G7<U{^})\G<.
По теореме 6.28 отсюда следует

Ъ*{ук)ПОт{хк.ук)Фф.
Так как ук Е G, то в методе Клейбома для х° Е G0 имеет место

соотношение

f(xk)<f(x°)<f(yk) V*€N.

Таким образом, разность f(yk) - /(**) может служить основанием

для критерия окончания счета.

К предыдущим рассуждениям добавим несколько замечаний.

Замечания. 1. Требуемое в условии VI многогранное множество

М{ может быть найдено с помощью соответствующих оценок или построено

некоторым конечным методом с применением начальной точки,
недопустимой в задаче (6.143).
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Таблица 6.6.

к

1

2

3

4

5

Шаг 1

мк

0<х, <2

0<х2 < 2

М^Е™

М2 пЕ2

MsnE™

Решение

-И)

-(?)
"t!)

-(!)

Шаг 2

***G

да

да

да

да

zk=Vgi(xk)
для некоторого

V*,(*')=(j)

^«^'^(г)

*<*>

4;^ + 4х2 - 12 <0

4,Yt +2x2 - 9<0

4дг, +х2 -8j<0

2. Так как при решении линейных вспомогательных задач PkL на каждом

итерационном шаге добавляется новое линейное ограничение, то

целесообразно вместо Рк решать соответствующую двойственную задачу.
3. Существуют методы секущих плоскостей, в которых максимальное

число линейных ограничений в задачах Р\ не превосходит некоторой

верхней границы (см., например, работу Топкиса [80]).
4. При использовании методов секущих плоскостей может быть

выгодной комбинация различных частных методов. Так, метод Клейбома [45]
вначале очень быстро приближается к решению, но потом становится

неэффективным из-за определения вспомогательных точек ук. Поэтому на

определенном этапе следует перейти к методу Кэлли.

Для иллюстрации работы метода

Кэлли приведем следующий пример.

Пример 6.12. Найти (см. рис. 6.24)

min{c'x = - Здг, - хг: xGCc R2},
где

G = {xeR2: gl(x) = (xl -2)2 +

+ (х2 - 2)2 -9/4< 0,

g2(x)=x] +x\ -4< 0};
Мх ={xGR2: 0<.v, <2,

0<х2 <2).

Несколько шагов алгоритма представ-

Рис. 6.24. лены в табл. 6.6.
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6.8. Методы решения и точечно-множественные отображения

Рассмотренные в § 6.2, 6.3 методы решения основывались на различных

идеях. Соответственно исследование сходимости для каждого из

обсуждаемых алгоритмов надо было проводить отдельно. Зангвиллом [86] на

основе понятия точечно-множественного отображения был предложен общий
алгоритм, а также были сформулированы теоремы сходимости для

определенных классов алгоритмов одинаковой структуры. Вследствие этого

стало возможным унифицировать и частично упростить рассмотрение
сходимости методов решения. Кроме того, с помощью этого общего подхода

отчетливее проявляется структура конкретных алгоритмов и возникает

систематизирующий взгляд на построение методов.

В § 6.1 было введено понятие алгоритма (q, <7,) с помощью точечно-

точечного отображения q: Х-+Х. Теперь для решения задачи

P:min{f(x): xGG},

/: RW-*R, GC^CR", мы определим алгоритм в более общем смысле,

применяя точечно-множественное отображение Q: X -+Р (X) **
f следующим

образом:
xk+l eQ(xk) V*GN, (6.152)
xleGu GQGYQXt xkeX^Rn VfcGN.

При формулировке теорем сходимости для алгоритма ((?, Gx) нам

понадобятся определенные свойства непрерывности отображения Q9 на

которых мы вначале и остановимся. Пусть X С Rn, Y^Rn,F: X -+P(Y)
-точечно-множественное отображение, F (X) ФфУхЕ X.

Отображение F назовем полунепрерывным сверху *•) (сокращенно:
пн.св.) в точке х° Е X, если справедливо соотношение

хк-> х°, ук -» у0)
*<= iy*> \~y0eF(x°). (6.153)

уКе F(xK) J
Отображение F называется полунепрерывным снизу (сокращенно: пн.

сн.) в точке х° Е X, если имеет место соотношение

Л

y°eF(x°)

( Щук): lim yk = y°9
k-*oo

м~ ~t. -, . . (6.154)
lk0: yKG F(xK) V* > k0

Если отображение F пн.св. (пн.сн.) в каждой точке множества X, то оно

называется пн.св. (пн. сн.) на множестве X. Если отображение F пн.св. и

пн.сн., то оно называется непрерывным.

Пример 6.13. На рис. 6.25, а, б представлены графики двух
точечно-множественных отображений Fl: R-*P(R) и F2: R -*P(R). Отображение F, в точке дс° пн.

сн., но не пн, св.; F2 пн. св. на х°, но не пн. сн.

*) Р(Х) обозначает здесь множество всех подмножеств множества X.

**)в этом определении мы следуем Хыоарду [41]. Зангвилл [86] называет

полунепрерывное сверху в нашем смысле точечно-множественное отображение замкнутым.
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Пример 6.14. Любую функцию/: X -*R можно, очевидно, трактовать как

точечно-множественное отображение. Если / как точечно-множественное отображение
является пн.св. или пн. сн., то / - непрерывная функция.

Пример 6.15. Точечно-множественное отображение F: X X Х-+Р(Х) вида

Fix, z)= [х, z], x, z G X, непрерывно.

В самом деле, пусть **-+*°, z*-*z°,>'*-*y> (*-~), где ук е \xk, zk\. Так как

ук = \кхк + (1 - Х*)*\ X* е [0, 1 ], то ук -zk = Х*(х* - zk) и, тем самым, lim \k
=

= \0, 0 < Х0 < 1, т.е. v° е (х°. z° J. Итак, отображение F пн. св.

Пусть теперьх* - х°, z* - z\ *° е [х°, z° J. Тогда у0 =\х° +(1 - \)z°, \ е [0, 11.

Если выбрать у =\х + (1 - \)z , то, очевидно, справедливо как ук е F(xk, z )

Vk G N, так ид' -*.y0. Поэтому отображение F пн.сн. и, следовательно, непрерьгано.
Точно так же показывается, что точечно-множественное отображение F: X X X -*-

-+ Р (X) вида

F(x,z)={y: j,s x + mz, /i>0), x, z € X, z Ф О,

является непрерывным.

Мы ограничим наше дальнейшее изложение алгоритмами спуска, т.е. тахи-

ми, для которых

f(xk +

1) < f(xk) VA:GN, хк GX. (6.155)

Пусть далее Gx = (7. Принимая во внимание условия АГ1 и А^2 из § 6.1,
естественно потребовать, чтобы

x<tG° ~f{y)<f{x) VyeQ(x\
(6.156)

xGG° *>f(y)<f(x) \yeQ(x).

Теорема 6.29. Пусть (Q, G) -

алгоритм решения задачи P,

обладающий следующими свойствами:

а) отображение Q пн, св. naX\G°;
б) выполняется условие (6.156), функция/: Rn -* R непрерывна;

в) существует компактное множество G2 такое, что G ? G2 С X и хк €

G<72 Vt€N.
Тогда любая предельная точка последовательности^ к) является

решением задачи Р.
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Доказательство. В силу условия в) существует множество

номеров К такое, что

lim xk =jf*6C2, lim xk + l = х*

к<=К к^К

€ <7,

Вследствие свойства а) имеем х* *
Е Q(x*), Далее, из б) следует

/(**) > f(xk +

l) > fix1) V/>*.

Отсюда с учетом непрерывности функции/ получаем

/(**)>/(***)>/(**)

и, следовательно, /(**) = Я***).
Если допустить, что х* £ G0, то в силу х0* EQ(x*) из (6.156) имеем

/(***)</(**). Последнее противоречит предьщущим выкладкам. Таким

образом,х*Е (7°.
Замечание. Вместо целевой функции/ в соотношении (6.156)

можно использовать произвольную непрерывную функцию, которая
называется функцией спуска. Утверждение теоремы 6.29 справедливо и в этом

случае [56, 86].
Чтобы применить теорему сходимости (теорему 6.29) к конкретным

алгоритмам, целесообразно представить точечно-множественное

отображение Q в виде композиции нескольких последовательных отображений.
Определим отображение

F=F2oFl% F: X - P{Z\ F,: X+P(Y)4 F2: Y-+P{Z)y

(6.157)
где (рис. 6.26)

Fix) = U F2(y). (6.158)
yGFt(x)

Следующая теорема дает сведения о том, как свойства непрерывности

отображений Fx hF2 переносятся на F.

/

г :/
г /

У

/
/ \

V

г
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Теорема 6.30. Пусть Fx: X-+P(Y) и F2: Y-+P (Z). Справедливы
следующиеутверждения:

1) если отображение Fi пн.св. в точке х°, отображение F2 пн. св. на

множестве Fx (х°) и выполняется соотношение

..* -* ~о |
к с г s„k

у" -> xv ( 3/€У, ЯК

y'eFii**).г lim у* =У
kGK

<6159>

го отображение F =F2° Fx пн. св. в точке х°;
2) если Fj /ш. сн. в точке х°, a F2 пн. сн. на множестве Fx (x°), то

F = F2 о Fj ли. ск. в точкех°.
Доказательство. Докажем лишь первое утверждение. Пусть

хк -*дг°, zk ->z° (к -► °°), z* G F(x*). Требуется показать, что z° G

G F(x°). Выберем д>* G Fj (дг*) таким образом, чтобы zk G,F2(y*). Тогда
в силу (6.159) найдется множество номеров К такое, что lim ук = у0.

кеК

Тогда и lim zk = z°.TaKKaKF1 hF2 пн.св., то/* EF^x0), z° EF2(y°)
к-юо

k€=K

и, следовательно^0 €F2 о Fl(x°) =F(x°).
Замечание. Справедливы импликации

Y компактно => выполняется (6.159), (6.160)

Fy -

непрерывное точечно- 1
_ ,, 1СЛЧ ,, 1/ri4

множественное отображение)
~ выполняется (6.159). (6.161)

Как известно из § § 6.2 и 6.4, многие методы содержат алгоритмы

решения специальных задач, таких, например, как минимизация функции на

одномерном множестве или решение задачи линейного программирования.

Поэтому представляют интерес свойства следующего
точечно-множественного отображения:

В: UX R+ - P{V\ UQ RPf yC RQf r+ С R+>

B(ut e) = {u: veA(u), a(u, v) < 0(н) + e}, (6.162)

где a: UX V -* R, 0: U-+ R,

0(w) = inf а(ы, у), Л: £/-> P(V). (6.163)
UG>I (и)

Теорема 6.31. Пусть А (и) Фф, B(u, е) Фф V(m, e) G UX R+.
Справедливы следующие утверждения:

1) если множество Uкомпактно, отображение А пн.св. в точке и0,
функция а пн.сн. на множестве А (и0) X {и0}, то функция 0 пн.сн. в точке и°\

2) если отображение А пн.св. в точке и0, функция а пн.св. на множестве

А(и°)Х {и0}, то функция ft пн.св. в точке м ,

3) если отображение А непрерывно в и0 и функция а непрерывна на

А(и°) X {и0}, то отображение В(и, е) пн.св. на множестве {и0} X R+.
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Доказательство. 1. Пусть {ик) Q U им* -*и° при* ->«». В

силу (6.163) выполняется соотношение

V6>0 Zvk(b)eA(uk): P(ukf>oc(uk9vk(b))-b. (6.164)

Ввиду компактности множества i/для любого 6 > 0 существует

подпоследовательность {v! (6) } из { vk(b)} такая, что lim v! (6) = t>°(6). Так как

отображение А пн.св. в точке и0, то t>°(5) G Л(м°) и с учетом (6.164) для

всех б > 0 имеем

lim 0(ы*)> Jim а{икУ(Ъ))-е>
ик-+и° v{6)-+v°{6)

ик-+и°

>а(и°,и°(Ь))-Ь>Р(и°)-Ь. (6.165)

Поскольку соотношения (6.165) выполняются для произвольных

последовательностей {цк} таких, что ик -* и0 (к ->°°), то этим доказана

полунепрерывность снизу функции ]3 в точке и0.

2. Пусть {ик} Q U и ик -*и° при к -**>. В силу (6.163) справедливо
соотношение

V6>0 Зи°(6): a(i/V°(6))<0(w°) + 6, y°(6)G>l(w0). (6.166)

Так как отображение А пн.сн., то для любого 6 > 0 существует

последовательность {t>*(6)} такая, что vk(b) -+v°(6) при к -+°° и vk(b) Е А(ик)
Ук>к0. Поэтому

P(uk)<a(uk,vk(6)l vk(b)eA(uk) Vk>k0,

и, с учетом (6.166)

lim 0(w*)< lim a(if*,t;*(fi))<
ик^и° к*-и0

u*(6)-u0(6)

<а(и°,и°(Ь))<Р(и°) + Ь V6>0. (6.167)

Поскольку неравенства (6.167) выполняются для произвольных

последовательностей {ик}, сходящихся к и0, отсюда следует полунепрерывность

сверху функции 0 в точке и0.
3. Если А непрерывно в и0, а а непрерывна на А(х°) X {и0}, то из первых

двух утверждений теоремы вытекает, что функция 0 непрерывна в точке и0

(при этом вследствие полунепрерывности снизу отображения А не

требуется условия компактности U). Пусть ик -*w°, ek -*e0, vk -*и° (k-*°°),
vk G В(ик, ек). Тогда vk G A(uk), a(w\ vk) <0(w*) + ек и, далее, v° G

G>t(w°), a(w°, v°) < /3(w°) + e0, а это означает, что v° G B(u°, e0).
Вслед за этими предварительными сведениями о точечно-множественных

отображениях мы в качестве примера применения теоремы 6.29 докажем

сходимость метода Коши (см. § 6.2) и одного метода возможных

направлений (метода Франка - Вулфа).
В основе метода Коши лежат соотношения (6.5) и (6.6). Предположим,

что X = R", функция /: Кп -> R выпукла и непрерывно дифференцируема,
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Рис. 6.27.

множество G2 = {х G Rw: f(xl) > f(x)} компактно. Определим
отображения^ К/,-^К2л и В: R2n -»P(Rn) следующим образом:

F(x) = (x,- V/(*))',

B(x,z) = {y: y
= x+rz, r>0; min f(x +rz) = /(y) }.

В силу приведенных выше предположений F является непрерывным
точечно-точечным отображением, а В при z Ф 0 будет, согласно теореме 6.31,

полунепрерьшным сверху точечно-множественным отображением (при
этом следует учитывать, что в силу примера 6.15 отображение A: R2n -+

-*P(Rn) вида A(xt z) = {у: у
=
х + rz,r > 0 } при г Ф 0 есть непрерывное

точечно-множественное отображение и что В(х, z) Ф ф V(x, z)' E

eR2nt z*0).
По теореме 6.30 и в силу (6.161) отображение Q = B °F полунепрерывно

сверху для у Ф х. Далее, для х $ G0 = {х: V/(x) = 0} справедливо
неравенство

mlnf(x-rVf(x))<f(xl

т.е. имеет место условие (6.156). Следовательно, все предположения

теоремы 6.29 выполнены, и этим доказана сходимость метода Коши.

Теперь покажем сходимость метода возможных направлений на примере

алгоритма, приведенного в § 6.5 (стр, 228), для частного случая lL = /.

Далее, мы предположим, что число е выбрано настолько большим, что для

всех хк выполняется 1^{хк) = I. Пусть функция/ выпукла и непрерывно

дифференцируема, допустимая область G = { х: g( (х) <0, / € / }
компактна и С5 G. Тогда задача Р1С к , образованная согласно (5,78), прим&т вид

min{ V/(**)';. zEG),

(] = {z:Vgi(xK)'z+gi(xk)^0, ic/j.
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Алгоритм на стр. 228 совпадает в этом частном случае с методом

Франка - Вулфа для решения задач выпуклого программирования с линейными

ограничениями (см., например, работы [5,37]).
На шаге 5 алгоритма требуется минимизировать функцию / на

одномерном множестве. Если мы определим соответствующее отображение В точно

так же, как в методе Коши, с дополнительным условием у Е G:

B(x,z) = {y: y
= x + \z, \>0\yEG, min Д* + Xz ) = /(»},

то В: G X Rn -+P(G) не будет полунепрерывным сверху (см. в этой связи

также работы [56, 86]). Данный факт поясняется на рис. 6.27. Пусть

последовательности {хк) и {zk} таковы, что хк -*дг°, г* ->(***- х°) при*-*00.
Очевидно,

ykeB(xk,zk)={x") V*>1,

но{х*} = В(х°,х" -х°) и х*Фх*\

Для следующего отображения B.GXG -+P(G) все же удается с помощью

теоремы 6.31 показать полунепрерывность сверху:

В(х, и) = {у: у
= х + \и, Х£[0, 1]; min Я* + Хы) = /(»}.

\eio.i)

Если мы, далее, определим отображение F: G -+P(G X G) как

F(x)={x)x{ueG: min^ Vf{x)'z = Vf{x)'u),
zGG

то из теоремы 6.31 будет следовать, что F полунепрерывно сверху. Так как

множество G X G компактно, а отображения F нВ полунепрерывны сверху,
то отображение Q = В ° F полунепрерывно сверху. Ддлее, из х ф (7°
согласно теореме 6.10' следует неравенство Ьк < 0, а отсюда, в свою очередь,

вытекает, что любой вектор и Ф 0, для которого (дг, и) G F(x)9 будет
подходящим направлением. Итак, /(у) < f(x) Vy € Q(x)9y Фх, и тем самым

справедливо условие (6.156). Следовательно, все предположения
теоремы 6.29 выполнены, что влечет сходимость метода Франка - Вулфа.
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